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Abstract

In der vorliegenden Arbeit wird eine graphische Entwicklung des fermionischen An-
teils der Zustandssumme des supersymmetrischen nichtlinearen o-Modells in (1 4 0)
Dimensionen durchgefiihrt. Es zeigt sich, dass nur iiber den Rand geschlossene, nicht
zusammenziehbare und nicht zuriicklaufende, ein- bis (N —1) strangige Graphen, welche
sich untereinander nicht schneiden, zur Zustandssumme beitragen. Das Gewicht eines
Graphen wird mithilfe eines fiir jeden Flavor und Ort des Gitters definierten Punktge-
wichts in geschlossener Form ausgearbeitet. Die Ausintegration des mit der Hubbard-
Stratonovich Transformation eingefithrten o-Hilfsfeldes wird fiir alle moglichen Félle
angegeben. Im Gegensatz dazu wird eine mogliche analytische Behandlung der Inte-
gration der bosonischen Felder, z.B. in Form einer weiteren graphischen Entwicklung,

nur angedeutet und auf eine Monte-Carlo Simulation verwiesen.
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1 Einleitung und Motivation

Eine Theorie zur Beschreibung der Elementarteilchen und der starken, schwachen und
elektromagnetischen Wechselwirkung ist das Standardmodell der Teilchenphysik. Alle
Elementarteilchen des Standardmodells sind experimentell bestétigt und es wurden
noch keine Elementarteilchen entdeckt, die nicht durch das Modell beschrieben wer-
den'. Allerdings ist die Theorie mit vielen Problemen konfrontiert. So ist das Stan-
dardmodell nicht in der Lage gravitative Effekte der allgemeinen Relativitétstheorie zu
beschreiben. Dariiber hinaus gibt es Hinweise, dass das Neutrino im Gegensatz zu den
Vorhersagen des Standardmodells nicht masselos ist. Insbesondere auch in der Kos-
mologie gibt es einige durch das Standardmodell nicht gekldrte Phénomene. So stellt
man bei der Untersuchung der Rotation von Galaxien fest, dass ein Grofiteil der fiir
die Gravitation verantwortlichen Masse ausschlieflich gravitativ wechselwirkend und
somit nicht beobachtbar ist. Eine Beschreibung dieser dunklen Materie ist eine der
groflen offenen Fragen der Astrophysik und durch das Standardmodell nicht beantwor-
tet. Es ist daher erstrebenswert eine iibergeordnete, alle bekannten Wechselwirkungen
vereinheitlichende Theorie zu finden. Kandidaten fiir vereinheitlichende Theorien sind
beispielsweise die String-Theorien, von denen angenommen wird, dass sie als Grenz-
fall aus der M-Theorie hervorgehen®. Voraussagen dieser String-Theorien enthalten ei-
ne neuartige Symmetrie der Elementarteilchen, die sogenannte Supersymmetrie. Aber
nicht nur im Rahmen von String-Theorien ist die Supersymmetrie ein wichtiger Teil
aktueller Forschung, da sie in der Lage ist, auch ohne String-Theorien, Probleme des
Standardmodells, wie beispielsweise das Hierarchieproblem, zu l6sen. Dies fiihrt un-
ter anderem auf die kleinste supersymmetrische Erweiterung des Standardmodells, das
sogenannte minimale supersymmetrische Standardmodell. Das Hierarchieproblem be-
zeichnet dabei, vereinfacht gesagt, eine ungekléarte Diskrepanz der Groflenordnungen
der fundamentalen Kopplungskonstanten der Grundkréfte. Um mit dem Experiment
iibereinstimmende Ergebnisse aus dem Standardmodell extrahieren zu konnen, ist eine
sogenannte Feinabstimmung der Kopplungskonstanten notwendig. Diese Feinabstim-
mung, und die daraus resultierenden Groflenordnungen der fundamentalen Wechsel-
wirkungen, scheint kiinstlich. So ist beispielsweise die schwache Wechselwirkung um
32 GroBlenordnungen stiarker als die Gravitation. Die Supersymmetrie erweitert das
Standardmodell so, dass eine Feinabstimmung, im Falle einer exakten Supersymme-

trie, nicht mehr nétig ist.

TAuch wenn die Existenz des Higgs-Bosons noch nicht vollends gesichert ist, so ist
anzunehmen, dass das Standardmodell auch hier korrekte Vorhersagen trifft (Siehe Pres-
semitteilung vom CERN vom 14.03.2013 http://press.web.cern.ch/press-releases/2013/
03/new-results-indicate-particle-discovered-cern-higgs-boson, zuletzt aufgerufen am
10.09.2013).

2Die prinzipiellen Ideen der String-Theorien sind in [24] erlidutert.


http://press.web.cern.ch/press-releases/2013/03/new-results-indicate-particle-discovered-cern-higgs-boson
http://press.web.cern.ch/press-releases/2013/03/new-results-indicate-particle-discovered-cern-higgs-boson

1 Einleitung und Motivation

Die Untersuchung quantenfeldtheoretischer Modelle, ob mit oder ohne Supersymmetrie,
ist mathematisch aufwendig. Im Bereichen hoher Energien und kleiner Kopplungskon-
stanten konnen storungstheoretische Berechnungen angestellt werden (Feynman Dia-
gramme). Ist man jedoch an Systemen mit grofien Kopplungskonstanten interessiert,
zum Beispiel im Bereich der Quantenchromodynamik, so ist man auf alternative Metho-
den angewiesen. Vor allem die Computersimulation hat aufgrund des immensen tech-
nischen Fortschritts in den letzten Jahrzehnten hierfiir stark an Bedeutung gewonnen.
Die Simulation supersymmetrischer Modelle ist jedoch aufwendig, da supersymmetri-
sche Modelle immer bosonische und fermionische Freiheitsgrade enthalten. W&hrend
bosonische Modelle effektiv mit Monte-Carlo basierten Verfahren untersucht werden
konnen (z.B. Metropolis-Algorithmus), ist die Implementation fermionischer Systeme
aufwendiger, bzw. ineffizient: Zum einen ist die Berechnung der Fermionendetermi-
nante, welche man aus der Integration der fermionischen Felder erhélt, prinzipiell sehr
rechenaufwendig, da numerische Determinantenberechnung im Rechenaufwand propor-
tional zur dritten Potenz der Gitterpunkte ist (vgl. [22, Kap.15]). Dariiber hinaus ist
die Fermionendeterminante eine nicht-lokale Grofle und muss an jedem Gitterpunkt
ausgewertet werden, womit der Rechenaufwand auf die vierte Potenz der Gitterpunkte
steigt. Zum anderen tritt bei fermionischen Systemen das sogenannte Vorzeichenpro-
blem auf: Da die Fermionendeterminante sowohl positive als auch negative Vorzeichen
annehmen kann, ist der Erwartungswert von Observablen nicht mehr wohldefiniert.
Eine Vergroflerung der Konfigurationen ist aufgrund des oben genannten Rechenauf-
wands zur Determinantenverechnung nicht effizient.

Ein Ansatz zur effizienten Simulation fermionischer Systeme ist der von PROKOF'EV
und SVISTUNOV vorgestellte Wurm-Algorithmus [18]. Wéhrend einfache Monte-Carlo
Verfahren GauBverteilte Pfadkonfigurationen generieren, um die Korrelationsfunkti-
on als Erwartungswert im Ensemble der Pfade zu berechnen, erzeugt der Wurm-
Algorithmus offene Graphen, aus deren Gewichte sich durch Summation die Zustands-
summe oder Korrelationsfunktionen berechnen lassen. Statt einer Pfadintegralrepra-
sentation ist hierzu jedoch eine graphische Entwicklung der Zustandssumme bzw. der
Korrelationsfunktionen notwendig, welche gewhnlicherweise in einer Hochtemperatur-
oder Hoppingexpansion durchgefithrt wird [16]. Die grundlegende Idee des Wurm-
Algorithmus ist dabei die Erweiterung des Konfigurationsraums der Graphen, um eine
offene Verbindung zuzulassen (vgl. Zweipunktsfunktion im Ising-Modell und Abbildung
3.1). Es ist auch die Simulation mehrerer solcher Verbindungslinien moglich, beispiels-
weise zur Berechnung von Korrelationsfunktionen héherer Ordnung. Durch ein Schlie-
flen der offenen Verbindung (sogenannter G-Pfad, da diese auch zur Berechnung der
Greensfunktion G benutzt werden) gelangt man zu einem Z-Pfad, also einer Simulati-
on der Zustandssumme. Dies wird im Fall fiir das Ising-Modell noch weiter erlautert,

vgl. Kapitel 3.2. Die Generierung (updates) dieser Pfade erfolgt dann ausschlieflich



durch die Endpunkte (Defekte) der offenen Verbindung [17]. Lokal betrachtet ist der
Wurm-Algorithmus auch ein Metropolis Schema, allerdings leidet dieser nicht unter
Verlangsamung an den thermodynamischen kritischen Punkten ( critical slowing-down).
Untersuchungen des Wurm-Algorithmus fiir fiir das Ising-Modell sind in [26] dargelegt.
Eine graphische Entwicklung fermionische Systeme ist fiir freie Fermionen in [25] sowie
fiir das Gross-Neveu- und das Schwinger-Modell in [21] und [14] unter Verwendung von
Wilson-Fermionen durchgefiihrt worden. Die Effizienz des Wurm-Algorithmus wurde
in diesen Anwendungen bestétigt.

Um zu einer graphischen Entwicklung des supersymmetrischen o-Modells zu gelangen,
wird in dieser Arbeit, nach einer kurzen Darstellung der nétigen physikalischen Grund-
lagen in Kapitel 2, zunéchst eine graphische Entwicklung des Ising-Modells in Kapitel
3 durchgefiihrt. Dies dient zur Demonstration der prinzipiellen Ideen graphischer Ent-
wicklungen. In Kapitel 4 wird dann das Wirkungsfunktional des supersymmetrischen
nichtlinearen o-Modells auf eine Raumzeitdimension kompaktifiziert und die Zustands-
summe in einen fermionischen und bosonischen sowie Hilfsfeldanteil getrennt. Der fer-
mionische Teil wird dann in einer graphischen Entwicklung dargestellt. Dies geschieht
zundchst im Fall eines, zweier und schliellich dreier und beliebig vieler fermionischer
(und bosonischer) Freiheitsgrade.

Im Anhang sind die in dieser Arbeit verwendeten Konventionen, vor allem beziiglich
der Darstellung der Majorana-Spinoren und y-Matrizen, sowie eine Einfiithrung im Um-
gang mit Grassmannzahlen gegeben. Zusétzlich finden sich dort eine Einfithrung in die
Hubbard-Stratonovich-Transformation und die Berechnung des Propagators und der
Zustandssumme des bosonischen O(N)-Modells, um es mit dem bosonischen Anteil

des o-Modells vergleichen zu kénnen.



2 Grundlagen

2 Grundlagen

2.1 Feynmansche Pfadintegrale

Der Pfadintegralformalismus bietet einen zur Wellen- und Matrizenmechanik alterna-
tiven Zugang zur Quantenmechanik. Die durch ERWIN SCHRODINGER bzw. WER-
NER HEISENBERG entwickelten Formalismen zur Beschreibung der Quantenmecha-
nik basieren auf einer Verallgemeinerung des Hamilton-Formalismus der klassischen
Mechanik. So wird in der Schrodinger-Gleichung die Zeitentwicklung eines quanten-
mechanischen Systems mit Hilfe des Hamilton-Operators H, der Verallgemeinerung
der klassischen Hamilton-Funktion, beschrieben. Analog zur klassischen Mechanik,
die dquivalent durch den Hamilton- oder den Lagrange-Formalismus beschrieben wer-
den kann, suchte RICHARD P. FEYNMAN in den 1940er Jahren nach einer auf dem
Lagrangeschen-Wirkungsprinzip basierenden Formulierung der Quantenmechanik.
Nachdem FEYNMAN auf eine Verdffentlichung von PAUL DIRAC [6] stoB, in welcher DI-
RAC das Wirkungsprinzip auf den infinitesimalen Propagator iibertrégt, gelang FEYN-
MAN schlielich eine auf dem Wirkungsprinzip basierende Formulierung fiir die Zeit-
entwicklung nicht relativistischer quantenmechanischer Systeme [7].

Die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Systems, bzw. der durch die Vektoren
eines Hilbertraums beschriebenen Zusténde |¢), wird durch den Zeitentwicklungsope-
rator U beschrieben. Der evolvierte Zustand ergibt sich dann aus der Anwendung des

Zeitentwicklungsoperators auf den urspriinglichen Zustand:
(t)) = U(t, to) [¥(to)) - (2.1)
Es gilt fiir zeitunabhéngige Hamilton-Operatoren H:
Ul(t, o) = e nHli=to) (2.2)
Der Propagator (oder Integralkern des Zeitentwicklungsoperators U)
K(xy, ty; Ty, ta) = (xp|U(ts, t0)|a) (2.3)

welcher die Wahrscheinlichkeitsamplitude, ein Teilchen, welches sich zur Zeit ¢, in x,
befindet zur Zeit t, in «;, vorzufinden, angibt, 1asst sich als Integral iiber alle moglichen

Pfade zwischen x, und x; angeben. Man schreibt formal:

z(tp)=zp
K(xy, ty; Ty, ty) = / Dx erdl®l (2.4)

z(te)=Taq

4



2.1 Feynmansche Pfadintegrale

mit der zur klassischen Mechanik analogen Definition der Wirkung

5= /dt L(m,d.1) . (2.5)

a

Es bezeichnet dabei L die Lagrange-Funktion des Systems. Im Allgemeinen definiert
man dieses Pfadintegral als Grenzwert von endlich vielen Lebesgue-Integralen. In dieser

diskreten Formulierung gilt dann:

z(ty)=xy
K(wb; tb; Lg, ta) = / Dz e%S[w]

z(ta)=xq

e%SN[m]

, (2.6)

= lim _ ﬂ ?—dazn
" Nooo /2mihe/m w1 | V/2mihe/m

mit x; = x(ie +1,), g = X4, Ty = Ty und € = % Die diskretisierte Wirkung

schreibt sich als

Sy = Ni [%w - eV(wi,ti)] . (2.7)

Es tritt dabei in der Summe der Wirkung immer ein Summand mehr auf, als im Produkt
der Integrale, da die fiir den Propagator konstant gewdhlten Anfangs- und Endpunkte
nicht integriert werden, aber bei der Diskretisierung des Integrals beriicksichtigt wer-
den miissen. Die obige Definition gilt nur fiir Hamiltonians der Form H = %z’c2 +V(x),
wobei V() nach unten beschrénkt ist. Das bedeutet insbesondere, dass beispielsweise
Systeme mit Coulombpotential (Wasserstoffatom etc.) nicht durch (2.6) beschrieben
werden konnen. Die Normierungsfaktoren werden iiblicherweise durch die zwei funda-

mentalen Eigenschaften des Propagators (es ist ¢, < t. < tp)

K(xy, ty; 4, t) = /dzcC K(xy, ty; ey te) K (e, te; g, ) ,  sowie (2.8)

K(xy, ty; o, t,) tota 8(xy — x,) (2.9)

bestimmt. Mathematisch gesehen handelt es sich bei Dx nicht um ein Maf, da
der Grenzwert aus unendlich vielen Lebesgue-MaBien kein Mafl produziert (vgl. [22,
Kap.2.3]). Man kann das Pfadintegral durch einen Ubergang zu imaginiren Zeiten
7 = it auf das Wiener-Ma$ zuriickfithren. Dies entspricht dem Ubergang von der
Minkovski-Raumzeit mit Metrik g;, = ny = diag(—1,1,1,1) zur Euklidischen Raum-
zeit g = diag(1,1,1,1). Dies wird als Wick-Rotation bezeichnet. So zeigte MARK
KAc, dass die Warmeleitungsgleichung, welche aus der Schrédingergleichung durch ei-

ne Wickrotation hervorgeht, durch ein Wiener-Maf Integral gelost wird, welches sich



2 Grundlagen

formal als ein Pfadintegral darstellen ldsst (sieche [1, Kap.1]). Man gelangt so zu ei-
ner euklidischen Pfadintegralformulierung, die mit dem Wiener-Maf} auf mathematisch

solidem Boden steht. Man fithrt die Wick-Rotation durch und gelangt zum Pfadintegral
K (zp, ty; Ta, ta) = /Dm e nSe (2.10)

mit der euklidischen Wirkung

Sp = /dT u G%)z V(). (2.11)

Eine mathematische Definition der Pfadintegrale iiber analytische Fortsetzung zum
Wiener-MaBl und alternativen Definitionsmoglichkeiten werden in [1] diskutiert.
Dariiber hinaus eignet sich der Pfadintegralformalismus auch zur Beschreibung der
Quantenstatistik. Die Zustandssumme des kanonischen Ensembles schreibt sich, mit
= 1/kgT), als

Z=trePH (2.12)
_ / dz (z|e?"|z) (2.13)
~———
=K (z,—ihB,z,0)
z(hB)=a' )
:/d:z;’ / Dx o #°F (2.14)
z(0)=='

Der Schritt in (2.13) gilt dabei nur fiir zeitunabhéngige H. Diskretisiert man die Zu-
standssumme, so geht man analog zur Diskretisierung des Pfadintegrals vor, beriicksich-
tigt jedoch (anti-)periodische Randbedingungen. Es wird schliefllich iiber jeden Gitter-
punkt integriert. Fiir ein System mit (anti-)periodischen Randbedingungen bestimmt
das Produkt

(N—-1e=hnpg. (2.16)
die Temperatur des Systems. Im Kontinuumslimes
N—=o00, €—=0 (2.17)

ist das Produkt (2.16) konstant zu halten.
Weitere einfithrende Worte zum Pfadintegralformalismus in der Quantenmechanik kon-
nen [8] entnommen werden; eine umfangreiche Darstellung der Thematik findet sich in

[13], woran auch weitestgehend die obige Notation angelehnt ist.



2.2 Fermionen

2.2 Fermionen

Bei der experimentellen Untersuchung von Materie stellt man fest, dass es zwei Arten
von Teilchen gibt, die sich fundamental in ihrem Verhalten in Vielteilchensystemen
voneinander unterscheiden:

Es gibt Teilchen, die der Bose-Einstein-Statistik geniigen und nach dem Spin-Statistik
Theorem ganzzahligen Spin besitzen. Diese Teilchen, zu denen beispielsweise das Pho-
ton gehort, werden Bosonen genannt. Im Standardmodell sind die Vektorbosonen (Spin
1 Bosonen) die sogenannten Eichbosonen, das heifit Vermittler der Grundkréfte. Dane-
ben gibt es Teilchen, welche der Fermi-Dirac-Statstik geniigen und halbzahligen Spin
tragen. Diese Fermionen bilden den gréfiten Teil der beobachtbaren Materie unse-
res Universums. Prinzipielle Voraussetzung in der theoretischen Herleitung der Fermi-
Dirac-Statistik ist, dass ein vollprédparierter quantenmechanischer Zustand zur selben
Zeit an einem Ort nur einmal besetzt werden kann. Dieses Pauli-Prinzip &uflert sich in
einer anti-symmetrischen Wellenfunktion der Fermionen. Im Zuge der zweiten Quan-
tisierung werden den durch Felder beschriebenen Teilchen Feldoperatoren zugeordnet.
Um der Fermi-Dirac-Statistik zu geniigen ist es notwendig, dass die fermionischen Fel-
doperatoren anti-Vertauschungsrelationen erfiillen, wohingegen die bosonischen Fel-
doperatoren kommutieren. Unter den massiven Fermionen unterscheidet man dabei
noch zwischen Dirac- und Majorana-Fermionen. Majorana-Fermionen zeichnen sich
dadurch aus, dass sie identisch zu ihrem Antiteilchen sind. In einer und in zwei Di-
mensionen kann man die Dirac-Fermionen durch einen zweikomponentigen komplex-
wertigen Grassmannspinor darstellen; die Majorana-Fermionen hingegen durch einen
zweikomponentigen reell-wertigen Grassmannspinor. Da komplex-wertige Grassmann-
zahlen durch zwei reell-wertige dargestellt werden konnen, zeigt sich auch, dass einem
Dirac-fermionischen Freiheitsgrad zwei Majorana-fermionische Freiheitsgrade zugeord-
net werden konnen. Experimentell ist die Existenz von Majorana-Fermionen derzeit
nicht bestétigt. So ist beispielweise noch unklar, ob es sich beim Neutrino um ein
Majorana-Fermion handelt, also identisch zum Antineutrino ist, oder nicht. Im Stan-
dardmodell der Elementarteilchenphysik wird jedes der Elementarteilchen derzeit durch

ein Dirac-Feld beschrieben.

Fermionen auf dem Gitter

Bei der Diskretisierung fermionischer Systeme treten einige Probleme auf, die im Fol-
genden skizziert werden und [22, Kap.15] entnommen sind. Zum einen ist es notwendig
auftretende Ableitungen durch den symmetrischen diskreten Ableitungsoperator zu er-
setzen, da sowohl der links- als auch der rechtsseitige diskrete Ableitungsoperator nicht

eichinvariant ist®. Auch wenn das hier behandelte Model keine Eichfelder enthilt, ist

3Die Definitionen der diskreten Ableitungsoperatoren sind in Anhang A gegeben.

7



2 Grundlagen

es sinnvoll mit dem symmetrischen Ableitungsoperator zu arbeiten, um einerseits auf
bekannte Ergebnisse zuriickgreifen zu konnen, und weil sich andererseits eine Verall-
gemeinerung des Modells unter Beriicksichtigung elektromagnetischer Felder einfacher
gestalten lédsst. Problematisch ist allerdings, dass sich bei der Diskretisierung die An-
zahl der Fermionen in jeder Dimension verdoppelt. Auch im Kontinuumslimes blei-
ben diese Fermionen-Doppler erhalten. Dies wird als Dopplerproblem bezeichnet und
tritt unabhéngig von der Wahl der oben genannten, naiven diskreten Ableitungsope-
ratoren auf. Um die Fermionen-Doppler zu korrigieren gibt es verschiedene Ansétze:
Bei Diskretisierung mit Wilson-Fermionen, wie es in dieser Arbeit verfolgt wird, wird
dem Ableitungsoperator ein zusétzlicher Term (—gaA) hinzugefiigt, welcher sich als
impulsabhéngiger Massenterm interpretieren ldsst. Im Kontinuumslimes werden die
Massen der Fermionen-Doppler unendlich grofl und sie entkoppeln. Durch Verwendung
von Wilson-Fermionen wird die chirale Symmetrie allerdings explizit gebrochen?, da
der Wilson-Term nicht mit v° antikommutiert: Der diskrete Laplace-Operator enthilt
einen konstanten Hauptdiagonalterm, dhnlich eines Massenterms, vgl. Gleichung (A.7).
Neben den Wilson- und den naiven-Fermionen (das heifit ohne Korrektur der Doppler-
Fermionen) gibt es noch weitere Arten fermionische Felder zu diskretisieren. Dazu
gehoren die Staggered-Fermionen, welche teilweise eine Brechung der chiralen Symme-
trie aufweisen. Es lisst sich sogar zeigen, dass es keinen diskreten Ableitungsoperator
gibt, der gleichzeitig lokal, translationsinvariant, Doppler-frei, und symmetrieerhaltend
ist und dariiber hinaus den Dirac-Operator im Kontinuumslimes enthélt (NIELSON-
NINOMIYA-Theorem [22, S.364]). Um die Symmetriebrechung bei der Implementierung
diskreter fermionischer Systeme im Kontinuumslimes zu beheben ist die Einfithrung
sogenannter Gegenterme (counterterms) notwendig. Den Massentermen der effektiven
(makroskopischen) Wirkung hingt man diese counter-Terme an, an und verdndert sie
solange, bis sie die Massenterme kompensieren (fine-tuning). Der (verallgemeinerte,

renormierte) Massenterm der effektiven Wirkung

PMp (2.18)

wird also zu

lb(M + mcounter)"ﬁ . (219)

Dabei bezeichnet 1 einen Dirac- oder Majorana-Spinor. Da der Massenterm jedoch vor

der Simulation nicht bekannt ist, muss das fine-tuning des counter-Terms,

Mcounter — _M ) (220)

4Die chirale Symmetrie wird anhand des nichtlinearen supersymmetrischen o-Modells in Abschnitt
4.2.1 erlautert.



2.3 Symmetrien in der theoretischen Physik

fiir jede Simulation erneut durchgefiihrt werden. Generell kénnen iiber die Massenterme
hinaus auch weitere, symmetriebrechende Terme auftauchen, welche im Kontinuums-
limes durch Einfiihrung weiterer counter-Terme wiederhergestellt werden kénnen. Das
fine-tuning kann deshalb sehr rechenaufwendig sein, weshalb nach alternativen Metho-
den geforscht wird, um die Symmetrien im Kontinuumslimes wiederherzustellen (vgl.
[10, Kap.1]).

2.3 Symmetrien in der theoretischen Physik

Unter einer Symmetrie versteht man in der Physik die Invarianz eines physikalischen
Systems unter Transformationen der Konfigurationsvariablen. Mathematisch sind die
Transformationen einer Symmetrie Elemente von Gruppen, welche oftmals der Sym-
metrie den Namen geben. Die experimentelle Beobachtung von Symmetrien ist hédufig
Ausgangspunkt neuer theoretischer Erkenntnisse. Die Beobachtung der Invarianz der
Maxwell-Gleichungen unter Transformationen der Poincaré- bzw. der Lorentz-Gruppe
fithrte beispielsweise zur Entwicklung der Speziellen Relativitatstheorie durch ALBERT
EINSTEIN. Dariiber hinaus sind Symmetrien eng mit Erhaltungssédtzen verbunden. So
besagt das NOETHER-Theorem, dass jede (kontinuierliche) Symmetrie direkt mit einer
Erhaltungsgrofie verkniipft ist.

Im Folgenden werden die fiir diese Arbeit notwendigen Symmetrien kurz beschrieben.

Weitere Details finden sich auch jeweils in den Einleitungen der Kapitel zum Ising-, o-

und O(N)-Modell.

2.3.1 Supersymmetrie

Es werden kurz die grundlegenden Ideen und formalen Eigenschaften der Supersymme-
trie analog zu [12] vorgestellt. Die Supersymmetrie setzt bosonische und fermionische
Freiheitsgrade in Relation, indem jedem Zustand ein Partnerzustand gleicher Masse
aber unterschiedlichen Spins zugeordnet wird. Diese werden als Superpartner bezeich-
net. Supersymmetrie kann daher nur in Systemen existieren, welches sowohl Bosonen
als auch Fermionen enthélt. Man konstruiert einen supersymmetrischen Operator @),
sodass dieser ein Boson (Fermion) vernichtet und ein Fermion (Boson) erzeugt. Formal

schreibt sich im Hilbertraum der Quanten-Zustéinde:

() |Boson) ~ |Fermion) |, (2.21)
@ |Fermion) ~ |Boson) . (2.22)

Bei dieser Transformation der Superpartner bleiben, bis auf den Spin, alle Quanten-
zahlen erhalten. Der supersymmetrische Operator () muss dann so bestimmt werden,

dass der Hamilton-Operator des Systems invariant unter den Transformationen () ist.



2 Grundlagen

Um @ zu bestimmen nutzt man die Eigenschaften der bosonischen und fermionischen
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren beziiglich Nilpotenz und Kommutativitét.
Eine Formulierung mit Hilfe des Wirkungsfunktionals gestaltet sich besonders elegant
im Superraum R**, bzw. im Falle von zwei Raumzeitdimensionen R??, auf dem sich
supersymmetrische Theorien und deren Lagrangedichten mithilfe sogenannter Super-
felder, also Abbildungen aus dem Superraum, beschreiben lassen. Die Koordinaten des
Superraums sind dann sowohl die gewohnten Raumzeitkoordinaten a, sowie die Spino-
ren 1. Die konkrete Angabe der supersymmetrischen Transformation hdngt dann vom
jeweiligen betrachteten Modell ab.

Da bisher jedoch keine Superpartner experimentell nachgewiesen werden konnten, muss
man davon ausgehen, dass die Supersymmetrie eine spontan gebrochene Symmetrie
ist. Eine spontane Brechung einer Symmetrie liegt vor, wenn die Gesetze eines Sy-
stems (Bewegungsgleichungen) invariant unter den Symmetrietransformationen sind,
der Vakuumzustand, bzw. System als Ganzes sich jedoch unter den Symmetrietransfor-
mationen verdndert (vgl. [20, Kap.1.2]). In dieser spontan gebrochenen Phase besitzen
die Superpartner eine weitaus grofiere Masse und liegen somit in einem experimentell

(noch) nicht zugénglichen Energiebereich.

2.3.2 O(N)-Symmetrie

Unter O(N) Symmetrie versteht man die Invarianz des Systems, also des Hamiltonians
oder des Wirkungsfunktionals, unter Transformationen aus der orthogonalen Gruppe
O(N). Diese Gruppe enthélt alle orthogonalen N x N Matrizen A, fiir die

det A = +1 (2.23)

gilt. Die Gruppe unterteilt sich in reine Drehungen, das sind Transformationen der spe-
ziellen Orthogonalen Gruppe SO(N), und Drehspiegelungen. Insbesondere ist das Ska-
larprodukt zweier Vektoren eines N-dimensionalen Hilbertraums invariant unter O(N)-
Transformationen der beiden Argumente, was beispielsweise auf die O(NV)-Symmetrie
klassischer Spin-Modelle fiihrt (siehe dazu auch Anhang D).
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3 Das Ising-Modell

Das Ising-Modell ist eines der meist untersuchten Modelle der statistischen Physik
und ist ein Spezialfall des diskreten O(N)-Modells fiir N = 1. Mithilfe des Modells
lassen sich beispielsweise Ferromagneten vereinfacht beschreiben. Man nimmt an, dass
die Atome eines Festkorpers auf einem regelméafligen Gitter sitzen. Jedem Gitterpunkt,
bzw. jedem Atom x des Systems wird dann ein Spin s, € {—1,1} = S' zugeordnet. Der
Hamiltonian ergibt sich dann als Spezialfall aus dem Heisenberg-Modell (O(3)-Modell)

zu
H:—strsy—thm. (3.1)
(zy) x

Es bezeichnet dabei J eine Kopplungskonstante und h ein externes Magnetfeld. Die
Summe der Spins wird iiber alle benachbarten Paare (zy) des Gitters ausgefiihrt.

Aufgrund der Kenntnis der analytischen Losung der Zustandssumme des Modells in
einer und zwei Dimensionen eignet es sich hervorragend als Testmodell fiir neue analy-
tische Techniken aber auch Algorithmen der computergestiitzten Quantentheorie und

insbesondere der Quantenstatistik.

3.1 Graphische Entwicklung der Zustandssumme

Wir betrachten die Zustandssumme Z = tr e ## auf einem kubischen Gitter in D Di-
mensionen und V' Gitterpunkten. Der Hamilton-Operator mit néachster Nachbar Wech-

selwirkung ergibt sich im Ising-Modell ohne &dufleres Magnetfeld aus (3.1) zu
H=— Z J 538y . (3.2)
(zy)

Wahlt man als Basis des Hilbert-Raums H, auf dem der Hamiltonian H operiert, die
Spin-Eigenfunktionen, so lasst sich die Spur explizit berechnen und die Zustandssumme

schreibt sich als

Z=) ef Tcu e (3.3)
{s}
=2 [ (3.4
{S} (ay)

wobei K = ] abkiirzend eingefiihrt wurde. Die Summe ) | (s} erfolgt iiber alle moglichen
Spinkonfigurationen {S} des Systems.

11



3 Das Ising-Modell

Betrachten wir die Identitat:
e” = sinhx 4 coshx . (3.5)

Dies entspricht formal einer Entwicklung von e #7/%=%v fiir kleine Werte 3 = 1/kgT,
also hohen Temperaturen 7', welche jedoch nicht abgebrochen wird und deshalb exakt
ist. Dies wird auch als Hochtemperatur-Entwicklung bezeichnet. Die Zustandssumme

schreibt sich also weiter als:

Z= Z H [cosh (838, K) + sinh (szsyK)] (3.6)

{S} (=)

=TT [cosh (525, 5) (1 + tanh (s,5,K) ) | (3.7)
{8} (=y)

= (cosh K) DV Z H + 55, tanh K) . (3.8)

{5} (zy)

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass coshx eine gerade, tanh x eine ungerade
Funktion ist und dass s, s, nur ein Vorzeichen darstellt. Zieht man den cosh K aus dem
Produkt, so beachte man, dass der Faktor fiir jedes Paar (xy) auftaucht. Bei einem
kubischen Gitter mit V' Gitterpunkten und D Dimensionen, unter Beriicksichtigung
der periodischen Randbedingungen, also genau DV mal. Es gilt nun den Ausdruck
weiter zu vereinfachen. Dies wird am Beispiel von D = 2 ausfiihrlich diskutiert und im
nichsten Schritt auf D Dimensionen verallgemeinert. Im Folgenden sei der Ubersicht
halber v = tanh K eingefiihrt.

3.1.1 Graphische Entwicklung in zwei Dimensionen

In D = 2 Dimensionen erfolgt das Produkt H<$y) an einem fixen Punk z iiber vier
Nachbarn, welche mit y, z, u, v benannt werden. Fiir diesen festen Punkt x ergibt sich

also ein Faktor

H (14 spsv) = VO(1)
i=y,2,u,0
1( 2Sy + S2Sz + SuSy + S25y)
V2 (s2s ySz + sxsysu + o+ 825,45,)
(si yS2Su + sisyszsv + sisysusv + siszsusv)
v4(sg

SySySzSuSy) - (3.9)

12



3.1 Graphische Entwicklung der Zustandssumme

Diese Struktur ist identisch fiir alle zum Produkt beitragenden Terme, d.h. das Pro-
dukt in (3.8) schreibt sich als Polynom in v™,n € {0,1,...}. Betrachtet man nun die

Summanden in Gleichung (3.9) genauer, so lisst sich beispielsweise vs,s, schreiben als

V828, = (V5,5 @™ (vs,s,)fea=0 . L (vs,s,)Fen=0 (3.10)
mit einer neu eingefiihrten Grofle k;, | = (xy), welche fiir jedes Paar entweder den Wert
0 oder 1 annimmt. Dies lésst sich fiir jeden Summanden fortsetzen. Das bedeutet das
Produkt [ (zyy I Gleichung (3.8) iiber alle benachbarten Paare lésst sich schreiben als

[T+ ses,0)=>" ] (sasy) (3.11)

(zy) {ki} 1=(=y)

Wir erhalten eine Summe iiber alle Konfigurationen {k;}.

Die sogenannten bond-Variablen k; = k., lassen sich nun leicht graphisch interpre-
tieren: Der Wert k; = 1 einspricht einer graphischen Verbindung zwischen den Gitter-
punkten z und y. Ist der Wert null, so werden die Punkte nicht verbunden. Das heifit
eine gegebene Konfiguration {k;} entspricht einem Graph v = {kj|k; = 1} mit Lange
|v| == >,k . Die Summe iiber alle bond-Variablen Konfigurationen lésst sich also
ausdriicken als Summe {iiber alle Graphen . Jeder Graph v tragt mit einem Gewicht

w(v) =2 s Hl:@y)(sxsyy)kl zur Zustandssumme Z bei. Also gilt:

Z = (cosh K)PV' ) “w(y) . (3.12)
{"}

Nun l&dsst sich aber zeigen, dass nicht alle moglichen Graphen zur Zustandssumme
beitragen, sondern nur geschlossene. Dazu betrachten wir erneut Gleichung (3.9) fur
einen fixen Punkt z mit seinen Nachbarn. Die Terme lassen sich nun leicht graphischen
Konstellationen zuordnen.

Aus Gleichung (3.10) wird deutlich, dass den Termen, die linear in s, bzw. v sind, Ein-
zelverbindungen entsprechen. Es ist also entweder x nur mit y, z, u oder v verbunden.

Analog entsprechen quadratische (kubische,...) Terme Zweifach- (Dreifach-,...) Verbin-

13



3 Das Ising-Modell

dungen. Als schematische Darstellung erhélt man fiir Gleichung (3.9) anschaulich:

H (14 spsv) = V° ( - )
1=Y,2,U,V .
_|_y1<._"..+.XI._|_.X._._|_.*J. )

+u3<—j— + 4‘ -+ —1— + - L»)
+ vt <+> . (3.13)

Betrachtet man jedoch eine gegebene Spin-Konfiguration {S} mit Spin s, in einem
Punkt z so existiert analog eine Konfiguration {S’}, die mit {S} bis auf s, = —s,
iibereinstimmt. Das bedeutet, dass sich beim Ausfiithren der Summe iiber alle Spinkon-
figurationen alle Terme, welche linear oder kubisch in s, sind (also graphisch gesehen
die Einzel- und Dreivachverbindungen) eliminieren. In einem Punkt 2 kann also kein
Ende des Graphen (sog. Defekt) existieren, da diese genau den linearen und kubischen
Termen entsprechen. Die Summe (3.12) iiber alle Graphen 7 reduziert sich auf eine
Summe iiber alle geschlossenen Graphen.

Nun gilt es, dass Gewicht w(7) explizit zu berechnen. Dazu betrachten wir den ein-

fachsten aller geschlossenen Graphen, welcher aus vier aktiven bonds besteht:

. (] . (]
u 14

. (]

. L]
X J

. (] . (]

Bis auf die vier gezeigten, sind alle weiteren bond-Variablen null.
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3.1 Graphische Entwicklung der Zustandssumme

Es folgt also

wm) =3 T (sasn)” (3.14)

{S} I=(zy)

= Z(sxsyusysvysvsuususxu) (3.15)
{s}

= Z S25.5550 v (3.16)
T e

=2Vt (3.17)

denn das Gitter mit VV Punkten besitzt 2 Spinkonfigurationen. Verallgemeinert man
nun auf einen beliebigen geschlossenen Graphen +, so bleibt im Wesentlichen die Struk-
tur von (3.15) erhalten: Fiir jede bond-Variable N = 1 des Graphen erhilt man einen
Faktor v. Da der Graph geschlossen ist, treten alle Spinvariablen quadratisch oder
quartisch auf, tragen also nicht zum Produkt bei. Man erhélt demnach das Gewicht

eines geschlossenen Graphen 7 in zwei Dimensionen:

w(vy) = 2" (tanh K)N . (3.18)

3.1.2 Graphische Entwicklung in D Dimensionen

Die oben durchgefithrte Rechnung verallgemeinert sich leicht auf D Dimensionen.
Das Produkt [] (zy) Uber alle Nachbarn besteht an einem Punkt z aus 2D Faktoren.
Analog zu Gleichung (3.9) erweitert sich dies iiber die Summe in Terme mit v" mit
n € {0,2...2D}. Der Ubergang zur graphischen Darstellung erfolgt demnach vollkom-
men analog. Auch hier tragen nur Terme mit s2",n € {0,..., D}, also geschlossene
Graphen, zur Zustandssumme bei. Man erhéalt schliellich die graphische Darstellung

der Zustandssumme fiir das Ising-Modell in D Dimensionen:

Z =2"(cosh K)PV' ) “(tanh K)N!. (3.19)

veG

G ist dabei die Menge aller geschlossenen Graphen auf dem Gitter.

Wir koénnen das Ergebnis mit der bekannten Zustandssumme des eindimensionalen
Ising-Models vergleichen. Mit Hilfe der Transfer-Matrix-Methode bestimmt sich die
Zustandssumme des eindimensionalen Ising-Models mit V' Gitterpunkten ohne duferes
Magnetfeld zu [15, S.356]:

Z =2"(cosh K)" [1 + tanh(K)"] . (3.20)
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3 Das Ising-Modell

Das selbe Ergebnis erhilt man aus (3.19), wenn man beriicksichtigt, dass die einzigen
geschlossenen Graphen auf einem eindimensionalen Gitter mit periodischen Randbe-
dingungen der vollkommen unbesetzte Graph mit || = 0 und der vollkommen besetzte
Graph mit |y| = V sind. Wir erhalten also analog fiir die Zustandssumme aus der gra-

phischen Entwicklung:

Z =2"(cosh K)" Z (tanh K )M
|v[=0,V

=2"(cosh K)V [1+ (tanh K)"] | (3.21)

was mit dem aus der Transfer-Matrix-Methode berechnetem Ergebnis iibereinstimmt.

3.2 Graphische Entwicklung der Zweipunktsfunktion

Wir definieren fiir zwei Punkte v und v des Gitters

Z H efsesug, s, . (3.22)

{S} (zy)

Damit ergibt sich die Zweipunktsfunktion als Erwartungswert der Observable s, s, im

kanonischen Ensemble als

Z{S} H(my) eKszsy SuSv

(Susy) = (3.23)

= (3.24)

wobei die Identitidt Z = Z(x, x) direkt aus s, s, = 1 fiir alle Punkte = des Gitters folgt®.
Wir erkennen in (3.22) eine analoge Struktur zu (3.8) und kénnen deshalb Z(u, v) direkt

schreiben als

Z Z H SySyl) Fig s, . (3.25)

{ki} {S} (zy)

In vollkommen analoger Art und Weise zur Entwicklung der Zustandssumme reduziert
sich die Summe iiber alle Konfigurationen {k;}, bzw. alle Graphen, auf eine Teilmenge
von Graphen. Erneut gelten in allen Punkten = die gleichen Bedingungen, wie fiir die
Graphen der Zustandssumme, aufler in den Punkten v und v. Aufgrund der Multiplika-
tion mit s,s, bleiben in zu (3.9) analogen Termen genau die v*"*1 {n € 0,1, ...} Terme
stehen. Das bedeutet im Punkt u und v kann jeweils nur ein Defekt, also ein offenes
Ende des Graphen 7 sein. Da diese die einzig beiden Punkte sind, die diese Eigen-

schaft haben, miissen sie also durch einen offenen Graphen verbunden sein, wéihrend

®Diese Idee ist [26] entnommen.
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3.2 Graphische Entwicklung der Zweipunktsfunktion

alle anderen Punkte des Gitters weiterhin an Bedingungen analog zur Zustandssum-
me gebunden sind. Implementiert man also eine numerische Berechnung von Z(u,v)
durch Simulation von Graphen, so erhélt man neben den Korrelationsfunktionen auch
direkt eine Berechnung der Zustandssumme. Ein zur Zweipunktsfunktion beitragender
Graph ist als Beispiel in Abbildung 3.1 dargestellt. Werden die Punkte « und v gleich,
so erhélt man einen Graphen, welcher zur Zustandssumme beitragt. Dies gilt fiir alle

Graphen und wir erhalten die schon weiter oben berechnete Beziehung

Z=Z(u,u) . (3.26)

R I

Abbildung 3.1 Ein mdoglicher zur Zweipunktsfunktion Z(u,v) beitragender Graph mit pe-
riodischen Randbedingungen. Die Analogie zur Zustandssumme Z = Z(u,u) wird in der
Darstellung deutlich, wenn man die Punkte v und v zusammenfiihrt.
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4 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell

4 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell

Das nichtlineare o-Modell ist ein von GELL-MANN und LEVY 1960 [11] vorgestelltes
Model der Quantenfeldtheorie, in dem das skalare (bosonische) Feld Werte auf einer
nichtlinearen Manigfaltigkeit annimmt. E. WITTEN stellte 1977 eine supersymmetri-
sche Erweiterung des Modells in zwei Raumzeitdimensionen vor [23] und verweist auf
Ahnlichkeiten des Modells zu vierdimensionalen Eichtheorien. Zeitgleich untersuchten
auch FERRARA und D1 VECCHIA eine supersymmetrische Erweiterung des Modells in
euklidischer Raumzeit [5]. Neben der O(N)- und der Supersymmetrie weist das Mo-
dell eine chirale Symmetrie auf (siehe 4.2.1), welche jedoch spontan gebrochen ist [2],
was zur Erzeugung fermionischer Massen fiihrt. Neben dieser spontanen Brechung wer-
den wir im Folgenden durch die Einfithrung von Wilson-Fermionen, zur Vermeidung
der durch die Diskretisierung entstehenden Fermionen-Doppler, die chirale Symmetrie
explizit brechen. Um die Symmetrie im Kontinuumslimes wiederherzustellen, ist die
Einfiihrung von sogenannten counter-Termen und ein anschlieSendes fine-tuning der
Parameter notwendig. Im Allgemeinen muss man fiir jede durch die Diskretisierung ge-
brochene Symmetrie, die Supersymmetrie wird beispielweise durch die Diskretisierung
unweigerlich gebrochen [10], counter-Terme einfithren und die Parameter fine-tunen,
was aufgrund limitierter Rechenzeit praktisch unméglich ist. In [10] wird dariiber hin-
aus gezeigt, dass es nicht moglich ist, eine diskrete Wirkung des supersymmetrischen
nichtlinearen O(3) o-Modells zu formulieren, ohne die O(N)- oder die Supersymmetrie
explizit zu brechen.

In der folgenden Arbeit wird auf die Behandlung der Symmetriebrechung im Konti-
nuumslimes lediglich verwiesen; die Einfiithrung von counter-Terme ist bei einer Im-
plementation des Modells noch zu beriicksichtigen. Die Terme zur Wiederherstellung
der chiralen Symmetrie konnen dem in Abschnitt 4.3.1 eingefithrten Parameter ¢ an-

gehéngt werden (vgl. dazu auch Abschnitt 2.2).

4.1 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell in (1 + 1)D

Die euklidische Wirkung des supersymmetrischen o-Modells in (14 1) Dimensionen ist

gegeben durch [23]

1 _ 1,
Sg = 3 &’z "nd,n — ipdp + 2 (7,b1,b)2 , (4.1)
wobei die Nebenbedingungen
n? = 1 und (4.2)
nY*=0, a=1,2 (4.3)
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4.2  Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell in (1 4 0)D

zu erfiillen sind. Dabei ist n ein N-Tupel der bosonischen skalaren Felder n‘ und ) ein
N-Tupel der Majorana-fermionischen Grassmann-Felder )¢ = <£i), wobei £ und 7’
n

reelle Grassmannvariablen sind. Mit 1! wird das N-Tupel der Grassmannvariablen &
und mit 12 das der 1’ bezeichnet. Die Komponenten der Felder werden im Folgenden
auch Flavor genannt. Die Multiplikation der N-Tupel ist als formales Skalarprodukt
aufzufassen. Die Konventionen beziiglich der Gamma- und Ladungskonjugationsmatri-
zen sind in Anhang A erldutert. Die Raumzeitkoordinate @ besteht aus einer Zeitkom-

ponente xg und einer raumlichen .

4.2 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell in (1 +0)D

Ziel ist es, die Abhéngigkeiten der euklidischen Wirkung in (4.1) von der rdumlichen
Komponente x; zu vernachlissigen und so zu einem (1 4 0)-dimensionalen (und da-
mit quantenmechanischen) Modell zu gelangen. Die Vernachldssigung der rdumlichen
Koordinate fiihrt zum Verschwinden der auftretenden Ableitungen 0;. Der Integrand
héngt somit nicht mehr von z; ab und die rdumliche Integration ergibt ein Volumen

V.. Man erhilt also die reduzierte Wirkung

Vs

Sp= -2
E 292

Zur Vereinfachung wird im folgenden die Konstate K = 2‘/712 eingefiihrt. Die Zustands-

summe des Systems schreibt sich also als

Z = %Dn D exp [—K/dxo donoyn — iy 0yp + 411 (Jlbf . (4.5)

Fiir die folgenden Untersuchungen ist es zweckméBig eine Hubbard-Stratonovich Trans-
formation durchzufithren. Diese ermdglicht es den quadratischen Term in bty durch
Integration iiber ein Hilfsfeld o in einen linearen Term zu transformieren. Allgemein

lautet die Integralidentitit® fiir ein quadratisch auftretendes Feld a?:

2 2
exp [—%/dxo oz2] = /DU exp {—g/dxo % +15040] - (4.6)

Dabei bezeichnet a > 0 eine reelle Konstante, in unserem Fall ist a = % Wenden wir

diese Transformation auf den quadratischen Term der fermionischen Felder an erhalten

5Die Hubbard-Stratonovich Transformation ist in Anhang C erliutert.
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4 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell

wir

exp [—KT/Q / dzo () } / Do exp {—KT/Q / dx04;: +4iZ zpzp] (4.7)

/ Do exp [ K / dng +1—¢¢} (4.8)

und somit die Zustandssumme des kompaktifizierten supersymmetrischen nichtlinearen
o-Modells:

%Dn D) Do exp [ K/da:o dondyn — iy’ 0prp —i— —|— ¢¢] (4.9)

Die Nebenbedingungen (4.2) und (4.3) sind natiirlich weiterhin zu beriicksichtigen.

4.2.1 Chirale Symmetrie

Die Wirkung des supersymmetrischen nichtlinearen o-Modells ist invariant unter den

chiralen Symmetrietransformationen

Y =P, (4.10)
Y — (°)" . (4.11)

Damit gemeint ist, dass 4° auf jeden zweikomponentigen Grassmann-Spinor ¢ wirkt.

Es zeigt sich, dass der kinetische Term’,

PPy — P(v°) P (4.12)
= P(y") 7' 0 P (4.13)
= —!E(VB)T757i311/’ (4.14)
= DY’y O (4.15)
= 'Ot (4.16)
=y (4.17)

invariant unter chiralen Symmetrietransformationen ist. Ebenso ist auch der in den Fel-

dern quadratische Term (Vier-Fermi-Term) invariant unter chiralen Symmetrietrans-

"Die Eigenschaften der y-Matrizen sind in Anhang A gelistet.
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4.3 Graphische Entwicklung der Zustandssumme des supersymmetrischen
nichtlinearen o-Modells in (1 + 0)D

formationen:
()" — (B(+°) )’ (4.18)
= (~97*7) (4.19)
= (yy)" . (4.20)

Fermionische Massenterme sind allerdings nicht invariant, denn es gilt

Pmap — () 'mAy (4.21)
= —Ymp . (4.22)

Dies fithrt insbesondere dazu, dass durch die Einfiihrung des Doppler-freien diskreten
Ableitungsoperators mit Wilson-Term die chirale Symmetrie explizit gebrochen wird
(sieche Abschnitt 2.2).

4.3 Graphische Entwicklung der Zustandssumme des supersymme-

trischen nichtlinearen o-Modells in (1 + 0)D

In diesem Abschnitt wird sukzessive eine graphische Entwicklung des Modells durch-
gefithrt. Dazu wird die Zustandssumme unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen
in einen fermionischen-, bosonischen und Hilfsfeldanteil getrennt und diskretisiert. Der
fermionische Teil lasst sich dann in Graphen entwickeln, welche Beitriage in den boso-
nischen Feldern und dem Hilfsfeld ergeben. Wir trennen nun also die Zustandssumme

und schreiben die Nebenbedingungen explizit aus:

2
Z = %Dn §(n? —1)exp [—K/dxo 80n80n] /Da exp [—K/dxo %]

X fpzp 5(np!)8(ne?) exp [K/dxo i (7030 - %) ¢] . (4.23)

4.3.1 Fermionischer Anteil

Der fermionische Teil wird unter Verwendung von Wilson Fermionen diskretisiert. Die
Notation weicht fortan etwas von der bisherigen ab und ist im Wesentlichen an [25]
angelehnt, ebenso wie die spétere Einfithrung von Projektoren. Wir fithren also eine
Diskretisierung der Raumzeitkoordinate xy in ein Gitter mit Gitterabstand a und po-

sitivem Einheitsvektor eg = 1 durch. Dies fithrt direkt auf den fermionischen Anteil,
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4 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell

welcher fortan mit Zr bezeichnet wird:

Zp = /Dd) H (nxwi) (n$1/)§) exp [iaqu’Zw ( 0(‘30 };&Cy - gaA$y> lby] .
x z,Y
(4.24)

Es wurde dabei genutzt, dass die Diracsche-Delta Distribution fiir Grassmannzahlen
lediglich eine Multiplikation darstellt; das dabei entstehende negative Vorzeichen wird
vom zweiten Term kompensiert®. Bei [ D handelt es sich nun um eine Integration

iiber alle Vektorkomponenten an allen Punkten x:
Dy =[] dep, =[] d&udn. - (4.25)

Der Wilson-Parameter wird » = 1 gewahlt. Mit Hilfe der Definitionen der diskreten
Ableitungsoperatoren’ lisst sich die Summe iiber alle Gitterpunkte z und y in einen
Hauptdiagonalterm und einen Nebendiagonalterm (sogenannter Hopping-Term) tren-
nen, der Gitterabstand a kiirzt sich dabei mit den Beitrdgen der Ableitungsoperatoren.

Wir kénnen daher in den weiteren Betrachtungen a = 1 wéhlen:

mKZ% (1°38, = T200y — 508, ¥,

=1K§JI (570 (6(z +eo,y) — 0z — €o,y)) — %&y

- %(5(1; +e0,y) +0(z — €0y)) + %)d)y (4.26)
=K e,

K S (50203 + e y) + 5 (14000 o))y (427)
—iK Zsi%% — 2K Y h, Py . (4.28)

(zy)

8Das Vorzeichen entsteht dabei - wenn iiberhaupt - nur aus der Konvention bzw. der Definition der
Delta-Distribution fiir Grassmannzahlen iiber [ dy’ §(v—v') f(¢') = f(¢) oder [ d¢’ d(¢'—) f(¢') =
f(@). Fir den hier vorliegenden Fall ist das aber nichtig, da immer zwei Delta- Dlstrlbutlonen von
Grassmannvariablen auftreten.

9Die Definitionen sind in den Konventionen in Anhang A gegeben.
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Es wurden weiterhin ¢, = 1 — %% und die Projektoren'"

—_— 1
P, = Py —xz) = P(%eg) = 5(1 — yF0)  mit (4.29)

yEe = 440 (4.30)

eingefiihrt. Die Summe des Hopping Terms geht iiber alle benachbarten Paare (zy) des
Gitters, dabei wurde im letzten Schritt prwl,by = JyPymsz ausgenutzt (sieche Anhang
A). Wir erhalten zusammenfassend also den allgemeinen Ausdruck des diskretisierten

fermionischen Anteils der Zustandssumme:

Ze = [ Dy [] (n.d) (ma?) exp [iK S pthtps — 2K Y Pty | - (431

(zy)

Dies lésst sich im Gegensatz zu einem Fall mit nur einem fermionischen Freiheitsgrad,
wie bspw. in [25], nicht naiv graphisch entwickeln, da in den Exponenten stets noch
eine Summe fiiber alle Flavors auftaucht. Um eine Entwicklung durchzufiihren, wird
nun schrittweise der Fall einer, zweier, dreier und beliebiger fermionischer Anregungen

untersucht.

4.3.2 Entwicklung fiir einen Freiheitsgrad

Die Entwicklung des Ausdrucks fiir nur einen Freiheitsgrad ¥ = ¢, n = n ist bedingt
durch die Nebenbedingung trivial. Die Nebenbedingung ergibt sich an jedem Gitter-
punkt zu

S(n€)(nn) = n*En = —sn*i (4.32)

Es folgt durch Einsetzen der Groflen in den allgemeinen Ausdruck (4.31) und Heraus-

ziehen der Summen aus den Exponenten:

Zr=(-1)" / Dap H%ng@wmnexp (K thptbs] [ exp [~21K4, Poyth,] . (4.33)

(zy)

0Die Projektoreigenschaft P2 = P lisst sich leicht unter der Verwendung von v°4° = 1 zeigen, ist

aber im Falle von nur einer Raumzeitdimension trivial, da £ (1-7°) = (é 8) und 3 (144°) = (8 (1))

offensichtlich Projektoren sind. Zusétzlich ist leicht zu erkennen, dass P, und P, auf zueinander
orthogonale Unterrdume projizieren.
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Da sowohl (@Ew)z = 0 als auch (QZnyw)Z = 0 gilt'!, lassen sich die Exponentialfunktio-

nen exakt in zwei Summanden entwickeln und es folgt:

/ D H —n %%H (14 iKpuetbe] [T [1 - 20K 0aPaytty] . (4.34)

(zy)

Formal gesehen lédsst sich nun H<$y> [1 — 2iK ﬁmeywy] in kompletter Analogie zum
Ising-Modell in Graphen entwickeln:

[T 250, =3 I (-2iK8.Pyw,)" (4.35)
(zy) {ki} i=(zy)

wobei die bond-Variable k; auf jedem link den Wert Null oder Eins annehmen kann.
Fiir mehr Freiheitsgrade werden wir allerdings eine speziellere graphische Darstellung
der Terme wéhlen miissen. Da nun aber die Quadrate und somit auch hohere Potenzen
von n) verschwinden und die Integration iiber die Grassmannzahlen nur einen Wert
gibt, sofern alle Integranden vorkommen'?, ist sofort ersichtlich dass an einem Ort x

die Integration allein durch die Nebenbedingungsterme geséttigt ist:
Zp = / D H —n24, 1, (4.36)

(Nebenbedingung) =1 . (4.38)

Dabei ist zu beachten, dass 1) = 1" C nicht unabhéngig von ) ist und die Integration nur
iiber die Komponenten von ¢ geht. In dieser Entwicklung trégt also nur der vollkommen
unbesetzte Graph (d.h. k; = 0 fiir alle ) zur Zustandssumme bei. Fithrt man weiterhin
die n Integration in (4.31) aus landet man, bis auf den ¢ Term, bei der Zustandssumme
des O(1)-Modells (siehe Gleichung (D.6) und Kapitel D.2).

1 Auch dies ist im eindimensionalen Fall trivial, da 1, Py by, = —&,n, und (£,;1,)% = 0 gilt. Dennoch
ist diese Eigenschaft nicht auf eine Raumzeitdimension begrenzt (vgl. [25]).

12Damit gemeint ist, dass an jedem Ort 2 ein Term .4, notig ist, da auch Mischterme der Art
Vuthy = — (Exmy + 59171) bei der Integration verschwinden (siehe Ahang B).
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4.3.3 Entwicklung fiir zwei Freiheitsgrade

1 1
Wir betrachten nun Felder der Form ) = (;ﬁ} 2) und n = <n2> . Die Nebenbedingung
n

schreibt sich dann als
[ 8(n.v))8(n.e?) H g€ +n262) (ngng +ning) (4.39)
x H( + (n2)2€202 + nin2eln? + nin? 277,{,> (4.40)
— VH( PO+ 2P kT2 . ()

Setzen wir diesen Ausdruck in die diskretisierte Form ein und formen analog zum Fall

mit einem Freiheitsgrad die Exponentialfunktionen um erhalten wir:
/ Dy H ( s + 5 < 2P0 + nini@wi)
x H (1+iKe.iod) TT (1 +iKeai2?)

<1 <1 _ zqu/T;ny%) I1 (1 _ QiK@Zngygu;) . (4.42)
(zy)

(wy)

Fithrt man die Produkte aus erhélt man eine Summe mit unterschiedlichsten Sum-
manden, denen im Zuge der Entwicklung jeweils ein Graph zugeordnet werden soll.
Um dies in geschlossener Form angeben zu konnen, miissen wir die Struktur der auf-
tauchenden Terme nédher untersuchen. Wir ordnen nun zunéchst jedem moglichen Term
eine graphische Représentation zu, also sowohl den Termen der Nebenbedingung, des
Diagonalterms als auch des Hopping-Terms. Wir erstellen fiir jeden Flavor ein eindi-
mensionales Gitter, welches aus der Diskretisierung der Zeitkoordinate entspringt. Die
nachfolgenden Betrachtungen sind am Beispiel des ersten Flavors durchgefiihrt. Die
Zuordnung des zweiten, bzw. im néchsten Schritt aller weiteren Flavors folgt analog.
Zunéchst ordnen wir den Termen der Nebenbedingung eine graphische Représentation

zu:

EN z
Flavor-wechselwirkender Term
1nzzz;¢§ bzw. n;nzlﬁgwé
wird als Verbindung der Flavor dargestellt.
SSSPRUSTIYY ST o 1
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Flavor-selbstwechselwirkender Term e Z..0
2 pa—

3 ()" Oy

Wird als Punkt am jeweiligen Ort des Fla-

vors dargestellt I o~ o

Fiir die Diagonalterme wéhlen wir am Ort y ein Kreuz zur Darstellung;:

S AN )
iKbby
D ST T T T TI T, PAS 1

Den Hopping-Termen werden in zum Ising-Modell analoger Weise Verbindungen zwi-

schen den Gitterpunkten zugeordnet:

—20K L Pyt

Als Beispiel betrachten wir einen Ausschnitt eines willkiirlichen Graphen ohne Beriick-

sichtigung der konstanten Vorfaktoren:

VR, Poya by oy 022

Nun gilt es, einige Regeln fiir die auftretenden Graphen aufzustellen. Die erste Ein-
schrankung ergibt sich, da der Nebenbedingungsterm keine Eins enthélt. Das bedeutet,
dass an jedem Ort x des Gitters ein Nebenbedingungsterm auftaucht. Graphisch heift
das, dass an jedem Gitterpunkt entweder ein ausgefiillter Punkt sitzt, oder aber eine
Wechselwirkung der Flavor stattfindet. Diagonal- und Hopping-Term enthalten jeweils
eine Eins, womit ein Auftreten nicht zwingend ist. Aufgrund der Nilpotenz der Grass-
mannzahlen und Eigenschaften der Grassmannzahlen bei Integration ist sofort klar,
dass an jedem Ort des Gitters genau ein Paar ¢n pro Flavor auftauchen muss, damit
es einen Beitrag zur Zustandssumme gibt. Mischterme %7 und QZZ,@/); bzw. @Zi@/); er-
geben, wie im Anhang B gezeigt wird, keinen Beitrag bei der Integration. Betrachten
wir nun die verschiedenen Moglichkeiten, die an einem Ort y des Gitters auftreten
kénnen. Im Folgenden sind dabei die konstanten Vorfaktoren der auftretenden Terme

der Ubersicht halber vernachlissigt. Das fithrt dazu, dass die quadratischen Terme der
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Nebenbedingung nicht mehr von den Diagonaltermen unterscheidbar sind. Zunéchst
zeigt sich leicht, dass ein Graph an einem Ort y des Gitters kein offenes Ende (Defekt)
haben darf. Alle an einem Ort y moglichen Defekte sind in Abbildung 4.1 dargestellt.
Jeder dieser offenen Graphen hat am Ort y in einem Flavor entweder einen Term der

Form

Ve Pryiby (4.43)

oder, falls am Ort y eine Flavor-Wechselwirkung auftritt,
by . (4.44)

Es wird sofort ersichtlich, dass all diese Terme bei der Ausfiihrung der Dy, Integra-
tion verschwinden und somit keinen Beitrag zur Zustandssumme liefern, da die oben
genannte Forderung, dass an jedem Ort genau ein Paar ¢n) auftreten muss, nicht erfiillt
ist. Berechnen wir dazu beispielhaft den Beitrag des Ausschnittes des Graphen unten

links in Abbildung 4.1. Die Integration am Ort y ergibt:

[ P, popiii =5 [ v, Beiiiea; (1.45)
0. (4.46)
B S 2 | )
.................................................. 1 S 1

Abbildung 4.1 Darstellung der moglichen offenen Enden eines Graphens am Ort y ohne
Beriicksichtigung der in den Flavors symmetrischen Fille.

Wir stellen also fest, dass nur geschlossene Graphen zur Zustandssumme beitragen. Be-
trachten wir als néchstes also die geschlossenen Graphen. Dort gibt es im Wesentlichen
zwei Topologien. Zum einen konnen zusammenziehbare Graphen auftreten (als Bei-
spiel dargestellt in Abbildung 4.2), zum anderen kénnen die Graphen iiber den Rand

hinaus geschlossen sein, ohne zwischendurch ihre Laufrichtung zu dndern (Abbildung

27



4 Das supersymmetrische nichtlineare o-Modell

4.3). Betrachten wir zunéchst einen zusammenziehbaren Graphen, wie er in Abbildung

4.2 gezeigt ist. Dieser entspricht einem Term der Form

3
B P TR0 Py T, = — (1) PRTINR0 Py Pt (447)
2 ——

=0. (4.48)

Dabei wurde zum einen die Orthogonalitat der Eigenrdume der Projektoren ausgenutzt,

zum andern, dass fiir zweikomponentige Majorana Spinoren

Vi =~y (149

gilt'®. Ein geschlossener zusammenziehbarer Graph trigt also nicht zur Zustandssumme
bei. Im obigen Beispiel wurde die Konvention so gewéhlt, dass der Graph fortlaufend
einer Richtung folgt. Alternativ konnte man den Graphen in der anderen Richtung

durchlaufen, was allerdings keine Anderung mit sich bringt, da

"pra:y@by :&ypy:cwx (450)

und
s = P2, (4.51)

gilt'*. Die Betrachtungen sind also vollkommen unabhingig von der Orientierung eines
Graphen. Beachten muss man letztlich noch, dass wir auch eine ungeordnete Reihenfol-
ge der Terme betrachten konnen. Der betrachtete Graph entspricht auch einem Term

der Form
Uy Poythyth2 Pyt - Flavor-WW-Term . (4.52)

Allerdings wird dieser Ausdruck mit allen moglichen Termen der Flavor-Wechselwirkung
(&%1/{57 QE ;, etc.) aufgrund der Nilpotenz Null. Das bedeutet auch fiir alle weiteren
Betrachtungen, dass

1. wir eine Orientierung des Graphen bendtigen, um auftretende Wechselwirkungs-

terme hinzufiigen zu konnen, und

2. die Wahl der Orientierung (mit oder gegen den Uhrzeigersinn) des Graphen keine
Rolle spielt.

137Zum Beweis siehe Anhang A.
14Giehe A.36 im Anhang A.
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X y V4 X y Ve

Abbildung 4.2 Darstellung eines Ausschnitt ~ Abbildung 4.3 Darstellung eines Ausschnitt
eines zusammenziehbaren geschlossenen Gra- eines nicht zusammenziehbaren, iiber den
phen. Rand geschlossenen Graphen.

Wir haben die moglichen auftretenden Graphen schon deutlich eingeschrankt, es blei-
ben aber noch weitere Spezialfdlle zu untersuchen. Die Eigenschaft, dass keine zu-
sammenziehbaren Graphen auftreten konnen, fiithrt direkt dazu, dass ein Graph nicht
zuriicklaufen darf (non-backtracking). Es ist schnell gezeigt, dass aufgrund der Ortho-

gonalitdt der Projektor-Eigenrdume

_ _ 1= _
wrpxywywypyxl/}x = _§wywyd}xpmypyx¢x (453)
—0 (4.54)

in Analogie zum zusammenziehbaren Graphen gilt. Desweiteren fiihrt die schon oben
genannte Einschrankung durch die Nebenbedingungen dazu, dass es keine parallel lau-
fende Graphen wie er in Abbildung 4.4 gezeigt ist, auftreten kénnen. Denkbar wére ein
Beitrag eines Graphen der Form in Abbildung 4.5, welcher einen Nebenbedinungsterm
enthélt. Am Ort y erhélt man jedoch

Uy Paythy 0y Pyethl 2 Poyb 02 P2 - F-WW-Term (4.55)

welcher aufgrund der Nilpotenz der Grassmannzahlen mit allen Wechselwirkungster-

men am Ort y Null ergibt.

X y z x y z

1- 1-

Abbildung 4.4 Ausschnitt eines parallel ver- Abbildung 4.5 Ausschnitt eines parallel ver-
laufenden Graphen, der keine Nebenbedin- laufenden Graphen, der Nebenbedingungster-
gungsterme enthélt. me enthalt.

Bisher gab es keinen Beitrag der Diagonalterme, da die geschlossenen Graphen und die
Nebenbedingungen schon alles zur Integration Notige geliefert haben. Der Diagonal-

term trégt im Falle von zwei Freiheitsgraden nur bei, wenn wir den vollig unbesetzten
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Graph betrachten. Sobald eine Verbindung gesetzt wird, d.h. sobald ein Faktor aus
dem Hopping-Term auftritt, kann der Diagonalterm nicht mehr zur Zustandssumme
beitragen. Die Beitrdge der Diagonalterme werden zum Abschluss dieses Abschnitts
berechnet, da sich diese in geschlossener Form, dhnlich zum Fall mit einem Freiheits-
grad, angeben lassen konnen.

Im Folgenden werden die Beitrédge der Graphen berechnet und dazu wieder die kon-
stanten Vorfaktoren der auftretenden Terme beriicksichtigt. Allerdings beriicksichtigen

wir nur die Faktoren, die am zu betrachtenden Ort y auftreten.

Flavor-selbstwechselwirkender Punkt

Wir betrachten einen Ausschnitt eines Graphen, bei dem am Ort y eine Selbstwechsel-

wirkung eines Flavors stattfindet (vgl. Abbildung 4.6). Dies ergibt einen Term

(~21) 7 (12)? B2y B Petd U0 (4.57
= (21803 () (=3 ) Fovdiad PiPa vt (4.58)

Es ergibt sich ein Beitrag zur Zustandssumme

212

/ Dy, (—ZiK)@ <—%) DLl = —(-2iK) (n2)” . (4.59)

Wir lassen fiir den Moment die zwei negativen Vorzeichen explizit stehen, da sich die

Struktur der Beitrige auf den O(NV) Fall verallgemeinert und der Faktor (—2iK) an je-

dem Gitterpunkt auftritt und so aus dem Punktgewicht herausgenommen werden kann.

Einen analogen Beitrag erhélt man fiir den Fall, dass ein Graph am Ort y fiir den zwei-

ten Flavor besetzt ist. Man erhélt fiir einen am Ort y Flavor-selbstwechselwirkenden

Ausschnit eines Graphen einen Beitrag des bosonischen Feldes vom jeweils anderen
Flavor:

—(=2iK) (n2")*. (4.60)

Y

Flavor-wechselwirkender Punkt

Wir betrachten nun einen Punkt y, an dem eine Wechselwirkung zwischen den beiden

Flavor auftaucht (vgl. Abbildung 4.7) , also einen Term

(=20 )nyny Uy Poytby by by by Pyt (4.61)

(=3) (=3) vt ipap?. (4.62)
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Man erhélt also einen Beitrag

[P, (-2ir) (_%) T (_%) U= (%K)l (463)
o ) ) 2
1 e 1

Abbildung 4.6 Ausschnitt eines zur Zu- Abbildung 4.7 Ausschnitt eines zur Zu-
standssumme beitragender Graphen, welcher standssumme beitragender Graphen, welcher
am Ort y eine Flavor-Selbstwechselwirkung am Ort y eine Flavor-Wechselwirkung auf-
aufweist. weist.

Randbedingungen

Zur Berechnung der Beitrige der auftretenden Graphen sind noch die (anti-) periodi-
schen Randbedingungen zu beachten. Betrachten wir ein Gitter, was nur aus den drei
Gitterpunkten x,y und z besteht, und einen Graphen, welcher iiber das Gitter hinaus
verbunden wird, wie er in Abbildung 4.8 gezeigt ist. Wir fiigen einen virtuellen Gitter-
punkt z+eg ein, um den Graphen zu schliefen. Fiir die fermionischen Randbedingungen

kann man wihlen zwischen:

periodisch: Voteg = Vs (4.64)
antiperiodisch: Vytreg = —Vs - (4.65)

In den bosonischen Feldern wird dagegen stets mit periodischen Randbedingungen,
Mooy = N (4.66)

gearbeitet. Wir schreiben nun allgemein v, ., = sgn-,, wobei sgn fiir antiperiodische
Randbedingungen —1 und fiir periodische Randbedingungen 1 ist. Die Beitrége des vir-
tuellen Gitterpunktes ergeben jedoch lediglich einen Beitrag in den Hopping-Termen.
Flavor-selbstwechselwirkende-Terme werden nicht explizit nochmal hinzugefiigt, da
sonst der Beitrag eines geschlossenen Graphen aufgrund der Nilpotenz Null ergébe. Wir
berechnen also nun analog zum vorigen Abschnitt den Beitrag des (linken) Randpunk-
tes x, welcher iiber die Randbedingungen an den letzten Gitterpunkt z angeschlossen

ist.
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S A z_____Zto,
@ oo — s o1l

Abbildung 4.8 Durch Hinzufiigen eines virtuellen Gitterpunktes z + eg wird der Graph
unter Beriicksichtigung der Randbedingungen geschlossen.

Flavor-selbstwechselwirkender Randpunkt

Wir betrachten einen Randpunkt z, an dem eine Flavor-Selbstwechselwirkung stattfin-
det (vgl. Abbildung 4.9). Dies entspricht, wenn wir die Felder in 3 und z der Ubersicht

halber weglassen, einem Term

/ Dap (2K ) (02T Pay ()P (4.67)
/ Dup, s 5 & (~2E) (2T - () (4.68)
— —sgn- (- (—21K)(n§)2) . (4.69)

Da der Graph geschlossen ist, konnen alle Felder, welche zwischen x und z + eg stehen,
iiber die Beziehung ¢ = ——Q/Jw ausintegriert werden und man erhélt unter Verwen-
dung von v, ., = sgn-1, einen Term der Form @Z)xsz...szereszJreo = sgn -1, P(eg)y |
da es sich aufgrund der gleichbleibenden Laufrichtung um identische Projektoren han-
delt und P? = P gilt. Es folgt weiterhin sgn - 1, P(eg)1, = sgn - %@zwx , siehe (A.41).

Flavor-wechselwirkender Randpunkt

Auf analoge Art berechnen wir den Beitrag eines wechselwirkenden Randpunktes (vgl.
Abbildung 4.10). Wir erhalten einen Term, den wir mit der selben Argumentation wie

fiir nicht wechselwirkende Randpunkte umformen:

[ Do (BB () Prra (4.70)
= [P sn (=5) ol () @)
2T

. (4.72)

Wir erhalten also bis auf ein Vorzeichen (—sgn) jeweils die gleichen Beitréige wie fiir alle
weiteren Gitterpunkte. Wir kénnen daher nun den gesamten Beitrag eines Graphs zur

Zustandssumme schreiben, wobei wir den fiir jeden Punkt auftretenden Term (—2iK)
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Abbildung 4.9 Darstellung des Randes eines
zur Zustandssumme beitragender Graphen,
welcher am Randpunkt z keine Wechselwir-
kung aufweist.

Z+ey
2

Abbildung 4.10 Darstellung des Randes ei-
nes zur Zustandssumme beitragender Gra-
phen, welcher am Randpunkt x eine Wech-
selwirkung aufweist.

aus dem Produkt ziehen und ein Punktmafl am Ort z fiir jeden Flavor ¢ einfiihren:

—(nl)? Flavor-selbstwechselwirkende Nebenbedingung

w(z,i) = nt Flavor-wechselwirkende Nebenbedingung (4.73)

1 Hopping-Term

Wir kénnen dann den Beitrag jedes Punktes als Produkt iiber die Beitrdge der einzel-

nen Flavors schreiben. Dies ist vor allem fiir die spéter folgende Verallgemeinerung auf
das O(N)-o-Modell notwendig:

w(y) = —sgn - (1) (-2K)" [[w(x,) .

T,

(4.74)

Beispiel

Als Beispiel berechnen wir den Beitrag des Graphens, welcher in Abbildung 4.11 darge-
stellt ist. Am Ort x und u finden jeweils eine Flavor-Selbstwechselwirkungen des ersten
Flavors statt. Flavor-Wechselwirkungen treten am Ort y und z auf und wir erhalten
somit ein Gewicht des Graphen

wssp) = —sgn - (—1)'(=2iK)" - (=1)*(n;)*(n,)* - nyn

x u

In? . (4.75)

Xy 2 u,
@ oo — s ol

Abbildung 4.11 Ein Beispiel-Graph, der einen Beitrag zur Zustandssumme hat. Es sind
(anti-) periodische Randbedingungen zu erfiillen.
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Vollkommen unbesetzter Graph

Wie im obigen Abschnitt diskutiert tragt zum unbesetzten Graph lediglich der Haupt-
diagonalterm bei. Wir berechnen nun aber nicht den Beitrag eines unbesetzten Punk-
tes mit einem Diagonalterm, sondern fassen direkt alle Graphen zusammen, die keine
Hopping-Terme enthalten, da dies zu einem geschlossenen Ergebnis fithrt. Man berech-

net also aus Gleichung (4.42) alle Terme, die keinen Beitrag aus dem Hopping-Termen

enthalten:
0 2 TT (Goaus + 5020208 ) TT (1 1eaitod) T (1 scurtns)
(4.76)
= 0¥ oy I [ (Gt + 5000 dtutizes|
=1 (~gircemt) [ oo itoize: s
::fi(—Qﬂf@xni) (4.79)
mi=1) =[] (-2ke) (4.0

T

Es wurde ausgenutzt, dass alle Terme der Nebenbedingung einen Partner des ergénzenden
Flavors in der Exponentialfunktion finden. Alle weiteren Terme werden aufgrund der
Nilpotenz der Grassmann-Zahlen entweder direkt Null oder aber sind bei der Integra-

tion nicht vollstdndig und ergeben dann keinen Beitrag.

4.3.4 Entwicklung fiir drei und mehr Freiheitsgrade

Die Durchfithrung der graphischen Entwicklung fiir drei Freiheitsgrade verlauft in den
Ansétzen analog zum O(2)-0-Modell, wir erhalten allerdings weitere zur Zustandssum-
me beitragende Klassen von Graphen. Dies hat seinen Ursprung darin, dass ab drei
Freiheitsgraden auch Kombinationen aus Hopping- und Diagonaltermen zur Zustands-
summe beitragen konnen. Betrachten wir jedoch zunédchst wieder den Nebenbedin-

gungsterm:
[T 8(mawp)s(ra?) =] (ni&s +n2¢k +nled) (nimy + n2ns +nind) (4.81)

T (<n;>25;n; (222 + ()2
+ nan2&int 4+ nin2&ny 4+ n2ndEnd + nindin?

e + niniéinf;) _ (4.82)
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= OV T (Grbet + 50202 + S0t
+nini$;wi+niniz/7§w§+ninizﬁ2¢;). (4.8

Es ist leicht zu erkennen, dass sich dies fiir den Fall von N Freiheitsgraden auf

[T 8(nawl)s(n.v?) )Y H [Z ( )20l W) + Znini&iwi] (4.84)

i#]

verallgemeinert, wobei die Summe iiber die Flavor-Wechselwirkungsterme i die
Paare (i, 7) und (j,4) nur einmal beriicksichtigt. Man stellt erwartungsgeméif fest, dass
die Wechselwirkung jeweils zwischen allen Flavor auftauchen kann, aber jeweils immer
nur zwei Flavor an einem Ort miteinander wechselwirken. Mehrere Wechselwirkungen
konnen nicht an einem Ort stattfinden, da an einem Ort immer nur ein Term aus den
Nebenbedingungen untergebracht werden kann.

Wir kénnen also den fermionischen Anteil der Zustandssumme ganz analog zum vori-
gen Abschnitt in Graphen entwickeln, wobei wir die graphische Zuordnung der Terme
vom N = 2 Fall iibernehmen. Wir stellen nun erneut Regeln auf, welche Graphen
zur Zustandssumme beitragen. Dabei wird in den meisten Féllen das schon fiir zwei
Freiheitsgrade Berechnete verwendet. So zeigt sich , dass wieder nur geschlossene, nicht
zusammenziehbare Graphen zur Zustandssumme beitragen. Die Rechnung erfolgt voll-
kommen analog zum vorigen Abschnitt: offenen Graphen fehlt an den Orten des Defekts
ein vollstandiger Satz an Grassmannvariablen und ergeben so bei der Integration Null.
Zusammenziehbare und riicklaufende Graphen sind aufgrund der Projektion auf ortho-
gonale Komplemente (P,,P,, = 0) von Beginn an gleich Null.

Allerdings gibt es nun sowohl Beitridge von gemischten Hopping- und Diagonaltermen
als auch von mehreren Hopping-Termen an einem Ort. Graphisch interpretiert heifit
das: es gibt sowohl Graphen, die wir einstrangig nennen wollen, als auch Graphen, die
wir zweistrangig nennen. Dies ist zur Veranschaulichung in Abbildung 4.12 und 4.13
dargestellt. Dieses Konzept iibertrégt sich direkt auf N Freiheitsgrade: hier tragen ein-
bis (N — 1)-strangige Graphen zur Zustandssumme bei. Es ist leicht zu sehen, dass
diese mehrstrangigen Graphen auch einen vollstdndigen Satz an Grassmannvariablen
liefern. An den einstrangigen Graphen ist auch leicht einzusehen, dass genau die selben
Regeln fiir die Graphen gelten, wie fiir das O(2)-Modell. Fiir zwei- und mehrstrangige
Graphen gibt es leichte Ergénzungen, die Regeln fiir Geschlossenheit und nicht Zu-
sammenziehbarkeit bleiben aber natiirlich erhalten. Bedingung ist jedoch, dass sie sich
nicht schneiden, denn dies entspricht Termen, wie sie in Gleichung (4.5) und Abbildung
4.56 behandelt wurden. Aufgrund der Nilpotenz der Grassmannvariablen werden die

Beitrége sich schneidender Graphen Null.
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B
4 ........................ Q- 1 e ——— ettt Q- 1

Abbildung 4.12 Ausschnitt eines zur Abbildung 4.13 Ausschnitt eines zur
Zustandssumme beitragenden einstrangigen  Zustandssumme beitragenden zweistrangigen
Graphens im Falle von drei Freiheitsgraden. Graphens im Falle von drei Freiheitsgraden.

Die Darstellung der Graphen ist sich perspektivisch vorzustellen. Da alle Flavor mit
allen Flavor wechselwirken kénnen miissen die Liniengraphen der Flavor rdumlich ange-
ordnet werden, um die Wechselwirkungen unterscheidbar machen zu kénnen. Dies kann
fiir einen Fall mit vielen Freiheitsgraden uniibersichtlich werden und ist deshalb hier
nicht mehr dargestellt, da auch die auftretenden Strukturen sich nicht mehr &ndern.

Fiir einen Fall von N Freiheitsgraden tragen also zur Zustandssumme bei:

1. geschlossene, nicht zusammenziehbare, ein- bis (N — 1)-strangige Graphen, die

sich nicht schneiden,

2. der vollkommen unbesetzte Graph, welcher keine Hopping-Terme enthélt und

separat berechnet wird.

Vertex-Betrachtung

Wir berechnen nun das Gewicht eines beliebigen (besetzten) Graphen fiir N Freiheits-
grade. Dabei verallgemeinern wir die Betrachtungen aus dem vorigen Abschnitt und
berechnen nicht direkt das Gewicht des Graphen an einem Punkt, sondern lediglich das
Gewicht eines Flavors eines Graphen an einem Ort. Diese Gewichte werden schliellich
multipliziert und ergeben das Gewicht des Graphen. Diese Vorgehensweise hat den
Vorteil, dass sich das Gewicht letztlich in einer geschlossenen Form angeben lisst, wie

es schon fiir N = 2 durchgefiihrt wurde.

Flavor-selbstwechselwirkender Term

Wir betrachten den Flavor-selbstwechselwirkenden Term der Nebenbedingung des Fla-

vors ¢ am Ort y. Dieser hat einen Beitrag

[ Doy 50255 =~ (1.85)

Flavor-wechselwirkender Term

Der Flavor-wechselwirkende Term der Nebenbedingung tritt zwischen Flavor ¢« und j
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auf. Da Wechselwirkung nur in Verbindung mit Hopping-Termen auftreten, ordnen wir
einer Verbindung zusétzlich noch dem konstanten Faktor (—2iK) zu, wie es auch schon
fiir zwei Freiheitsgrade gemacht wurde. Mit der Beziehung (4.49) lassen sich die zur

Integration benétigten Felder am Ort y umformen und man erhéalt:

/D¢221 Dwzj; (—21K)%%@Pmy%@;%@;Pyz% (4.86)
= [ Do, oy (-2 )i, (_%) (_%> Fidiel (L) (487)
= (=2iK)nin] . (4.88)

Dabei ist es fiir die Rechnung irrelevant in welcher Richtung die Wechselwirkung statt-
findet.

Diagonalterm

Der Diagonalterm l&sst sich ohne weitere Umformungen integrieren und liefert einen

Beitrag

/ Dy (1K p,) it = (~2iK)gp, . (4.89)

Hopping-Term

Bei der Betrachtung des Hopping-Terms ordnen wir der Integration am Ort y wie-
der einen Vorfaktor (—2iK) zu. Durch die Fortsetzung eines weiteren Hopping Terms
bzw. einer Flavor-Wechselwirkung sind so alle Faktoren der Hopping-Terme am Ende
enthalten. Wir erhalten

[ Doy (B Pt (4.90)
= /Dz/;; (—2iK) (—%) Dby - (.0 (4.91)
= (—2iK) . (4.92)

Das MaB eines zur Zustandssumme beitragenden Graphen

Mithilfe der oben berechneten Beitrage jedes Flavors an einem Punkt lésst sich der Bei-
trag eines Graphen geschlossen angeben. An jedem Ort erhalten wir einen konstanten

Beitrag
(—2iK)N (4.93)
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denn alle Terme, bis auf die Nebenbedingungsterme, ergeben diesen Beitrag fiir einen
Flavor. Bei einer Flavor-Wechselwirkung tritt fiir zwei Flavor jeweils einmal der gleiche
Faktor auf und somit insgesamt wieder N — 1 mal pro Ort. Dies wurde in analoger
weise fiir N = 2 schon beobachtet. Wir konnen also den konstanten Vorfaktor aus dem

Punktmafl herausziehen und ordnen den Punkten jeweils die Beitriage wie folgt zu:

—(n;)2 y X. ........................ i
ni | R ;
w(z, i) = . : (4.94)
Dz s A i
1 , 2 i

Um den Beitrag angeben zu kénnen miissen wir noch die Randbedingungen beriick-
sichtigen. Wir haben schon gesehen, dass der Randpunkt jeweils den gleichen Bei-
trag hat wie ein beliebiger Gitterpunkt, lediglich mit einem von den Randbedingungen
abhéngigen Vorzeichen (—sgn). Betrachten wir jedoch mehrstrangige Graphen, so wird
fiir jeden dieser Strange, die iiber das Gitter hinaus geschlossen sind, ein Vorzeichen
auftreten. Fiir einen s—strangigen Graphen also genau ein Vorzeichen (—sgn)®. Wir
kénnen nun also in geschlossener Form das Mafl eines zur Zustandsssumme beitragen-

den Graphen angeben:

w(y) = (—sgn)’ - ()" (=2K)" VD [ w(x, i) . (4.95)

T,

Beispiel

Als Beispiel berechnen wir den Beitrag des Graphen, welcher in Abbildung 4.14 dar-
gestellt ist.

Der Graph ist einstrangig, also gilt s = 1. Wir nehmen antiperiodische Randbedin-
gungen an. Das Gitter besteht aus vier Punkten, also V' = 4. Wir haben somit einen

Beitrag des Graphen

w(yBsp) = (—sgn)' (—=1)*(~ 21K)42 2(n2)mymy ynin; oanyny o, (4.96)
(21K)%(ny)?*ninininin,n;, H%: : (4.97)

An diesem Beispiel erkennt man auch eine weitere Eigenschaft der auftretenden Gra-
phen: ist ein Graph nicht maximal-strangig (also N-1 strangig) so treten an jedem Ort

Beitréige des Diagonalterms auf. Und zwar immer zur Ordnung (N — 1 — s). Fiir die
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Diagonalterme hat man also immer einen Beitrag
[T (4.98)

was die Berechnung der Hilfsfeld-Integration erleichtert, da sie an jedem Ort identisch
ist. Bei einer Implementation des Problems kénnte man also das Punktmaf§ der Diago-
nalterme Eins setzen und aus den globalen Eigenschaften des Graphen auf den totalen

Beitrag der Diagonalterme schlieflen.

Abbildung 4.14 Einstrangiger Beispiel-Graph auf einem Vier-Punkte-Gitter mit drei Frei-
heitsgraden.

Berechnung des unbesetzten Graphen

Erneut haben wir in den obigen Betrachtungen den unbesetzten Graphen abgegrenzt
und nur besetzte Graphen untersucht. Wie fiir den Fall mit zwei Freiheitsgraden lésst
sich der Beitrag der Diagonalterme ohne Hopping-Terme analytisch ausrechnen und
muss so bei der Simulation der Graphen nicht beriicksichtigt werden. Wir berechnen

den unbesetzten Graphen analog zum Fall N = 2:

z= (0" [ow [T|% %m;)%;w;] [I0+ikedivs] (499

— (1" [pe I] <iK%>N-1§Z<n;>2H@¢4 (4.100)

i

=(-1" (%) (2" [[(K@a)"'n2 (4.101)
= (—2iK) VU T J(ea)V " (4.102)

xT

Das Ergebnis stimmt erwartungsgeméf fiir N = 2 mit Gleichung (4.80) iiberein.
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4.3.5 Vorzeichen des Gewichts

Fiir eine Simulation ist ein konstantes Vorzeichen der fermionischen Graphen notwen-
dig, da es sonst, wie bei der Berechnung der Fermionendeterminante, zu einem Vorzei-
chenproblem fiithrt: Bei einer Fluktuation des Vorzeichens sind Erwartungswerte bzw.
die Korrelationsfunktion nicht mehr wohldefiniert. Fiir ein gegebenes Gitter kiirzen sich
alle konstanten Vorfaktoren in 4.95 bei einer Berechnung der Korrelationsfunktion. Es

geniigt also eine Untersuchung des Gewichts
[w,) (4.103)

fiir eine konstante Anzahl an Gitterpunkten durchzufithren. Das Vorzeichen kann da-
bei lediglich durch auftretende Flavor-selbstwechselwirkende Terme (Beitrag —(n‘)?)
gedndert werden. Im Falle von zwei Freiheitsgraden ist das globale Vorzeichen al-
ler Graphen allerdings konstant: Um die Randbedingungen zu erfiillen, ist immer
eine gerade Anzahl (null eingeschlossen) von Flavor-Selbstwechselwirkungen nétig.
Dies hat zur Folge, dass stets nur eine gerade oder nur ungerade Anzahl von Flavor-
Selbstwechselwirkungen auftaucht, abhédngig von der Gitterpunktanzahl. Das Vorzei-
chen aller Graphen eines gegebenen Gitters bleibt also gleich. Anschaulich ist das am

Beispiel zweier Graphen in Abbildung 4.15 und 4.16 dargestellt.

X ) z u XY :  u,
@ ioeeeeencsieninnne @ e I YRS T ol @ ioveeeentiisiiins - G— sttt ol

Abbildung 4.15 Ein zur Zustandssumme Abbildung 4.16 Ein zur Zustandssumme

beitragender Graph mit einer geraden Anzahl beitragender Graph mit einer geraden An-

an Flavor-Selbstwechselwirkungen im Falle zahl an Flavor-Selbstwechselwirkungen im

von zwei Freiheitsgraden. Falle von zwei Freiheitsgraden. Trotz Flavor-
Wechselwirkung bleibt das Vorzeichen im Ver-
gleich mit Abbildung 4.15 erhalten.

Bei drei und mehr Freiheitsgraden ist die Anzahl von Flavor-Wechselwirkungen jedoch
beliebig. Das Vorzeichen der beitragenden Graphen wechselt also. Dies wird bei der Be-
trachtung der beiden Graphen 4.17 und 4.18 deutlich. In wieweit diese Fluktuationen
sich auf die Simulation auswirken muss bei einer Implementation gepriift werden. Gege-
benenfalls lisst sich die Fluktuation durch geeignetes reweighting reduzieren. Ahnliche
Vorzeichen-Probleme treten schon im Falle freier Wilson-Fermionen in 3 Dimensionen

[25] auf. Dort fiihrt allerdings ein einfaches reweighting nicht zur Losung der Vorzei-
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chenfluktuation. Ein Vergleich zu Ergebnissen, auch in Bezug auf das Vorzeichenpro-
blem, des zweidimensionalen supersymmetrischen nichtlinearen o-Modell werden im

Kapitel 5 angestellt.

Abbildung 4.17 Ein zur Zustandssumme Abbildung 4.18 Ein zur Zustandssumme

beitragender Graph mit einer ungeraden An-  beitragender Graph mit einer geraden Anzahl

zahl an Flavor-Selbstwechselwirkungen im an Flavor-Selbstwechselwirkungen im Falle

Falle von drei Freiheitsgraden. von drei Freiheitsgraden. Das Vorzeichen des
Graphen andert sich trotz konstanter Anzahl
an Gitterpunkten gegeniiber 4.17.

4.3.6 Integration des o-Hilfsfeldes

Um die Zustandssumme letztlich auszurechnen ist noch die Ausfithrung der Integration

der bosonischen Felder und des Hilfsfeldes o notig:

Z = /Dn §(n* — Dw(y) exp —K;(nz —n,)? -/Da exp [—%Z%] :

Bevor wir uns der Integration der bosonischen Felder widmen betrachten wir die In-
tegration des Hilfsfeldes o. Dieses steckt lediglich in den Beitrdgen der Diagonalterme

und des unbesetzten Graphen mit

s Oy N—-1-s
];[soiv T+ ?) . (4.105)

T

Es sind also (die diskretisierten) Integrale der Form

/ Do 1;[<o—x>"exp [—%202] = / (H j‘;—K> (1}(@”) (gexp {—%UZD

( L { ! QDV (4.106)

= ——=o0"exp |——0 )
VK P K

mit n € N zu berechnen. Der konstante Faktor im Maf§ ergibt sich aus der Herleitung

der Hubbard-Stratonovich-Transformation (siche Anhang C, setze a = K/2). Der Git-
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terabstand ist auch hier Eins. Aufgrund der periodischen Randbedingungen wird das
Feld an jedem Ort iiber den gesamten Wertebereich integriert und wir erhalten fiir
jeden Ort ein identisches GauBsches Integral. Es ist klar, dass diese Integrale fiir un-
gerade n verschwinden, da der Integrand dann eine ungerade Funktion ist. Fiir gerade

n > 2 existiert eine geschlossene Formel der bestimmten Integrale [4, S.1088]:

do o2 Kn n+1
n | =4/2T 4.1
—WKO exp{ K} \/ - ( 5 ) (4.107)
R

_ <§) [[e2-1). (4.108)

=1

|3

Dabei bezeichnet I'(z) die Gammafunktion. Mithilfe dieser Formel sind alle benétigten

Integrale bekannt und berechenbar.

4.3.7 Betrachtung der Integration der bosonischen Felder

Die Integration des Hilfsfeldes und der aus dem Gewicht der Graphen beitragenden

Terme in o wurde im vorigen Abschnitt schon untersucht. Das heifit es bleiben Integrale

der Form

Zp = /Dn 5(n® —1)exp |-K Y (n, —ny)*| n(y) (4.109)

i (zy)
= /Dn §(n® —1)exp |- K Z(ni +n) —2n,n,) | n(y) (4.110)

| (zy)
= /Dn §(n® —1)exp | —2K 2(1 —mn,n,)| n(y) (4.111)

(zy)
= 2KV /Dn 5(n* —1) H exp [-2Kn,n,|n(y) (4.112)
(zy)

zu berechnen. n(y) steht dabei fiir das aus den fermionischen Graphen entsprunge-
ne Produkt aus Komponenten von (n’)? bzw. nin’ an den Gitterpunkten. Aufgrund
dieser Beitrige lésst sich das Integral nicht wie im Fall des rein bosonischen O(N)-
Modells (vgl. Anhang D) in Kugelkoordinaten allgemein berechnen. Dort konnte die
Orthogonalitiat der auftretenden Kugelflichenfunktionen, welche sich aus dem Expo-
nentialterm ergeben, ausgenutzt werden, um die Winkelintegration geschlossen aus-
zufithren. In diesem Fall ldsst sich die Orthogonalitit an keinem Ort ausnutzen, da
die hinzukommenden Terme n(y) auch einen Winkelanteil besitzen. Prinzipiell ist eine
analytische Berechnung eines solchen Integrals fiir einen gegebenen Beitrag allerdings

denkbar. Ebenso wie eine stereographische Projektion wird dieser Ansatz in der vor-
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liegenden Arbeit jedoch nicht untersucht.
Alternativ ldsst sich die Exponentialfunktion in den Komponenten entwickeln und mit

Hilfe der Beziehung
/dn 5(n* — n'n? ~ §y; beziehungsweise (4.113)
/dn 5(n? — 1)n"nn'n? ~ 0ab0ij + 04ilj + a0 (4.114)

welche [22; S.192] entnommen ist, vereinfachen. Dazu betrachten wir die Integration

des Feldes an einem gegebenen Ort z mit Nachbarpunkten y und z :

ni 2
/dngC §(n? —1)exp [-2Kn,n,]exp [-2Kn,n_] - ( x) (4.115)
11,
:/dnz s(n2 — 1) (1 — 2K n®n? + AK?(nfn?)? — ) (4.116)
. 2 (ng)?
X (1 — 9K nn? + 4K*(nn%)? — ) DA (4.117)
11,
:/dnx §(n2 —1)- [1
- zx(n;n; + n;n;)
AR (mynt)? 4 (nknl)? + () ()
= 8K (k) (nknl)? + (nind) (mynd)? + 20t ) + 2(nint)?)
ni 2
+@(K4)] . U)' (4.118)
11,
Da das Mafl du(n) = dn §(n? — 1) invariant unter Transformationen R aus der

orthogonalen Gruppe O(N) ist, verschwinden Integrale iiber die Feldkomponenten in

ungeradzahliger Ordnung:

/d,u(n) nn’n® = /d,u(—n) (—n*)(—n")(—n®) (4.119)
= —/du(n) n“n’ne (4.120)

= /d,u(n) n“n’n® =0, (4.121)

da die Matrix R = —1  Element der orthogonalen Gruppe ist. Diese Integralbeziehung

gilt natiirlich analog fiir beliebige ungerade Ordnungen der Feldkomponenten. Betrach-
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ten wir als Beispiel die Integration fiir einen Beitrag n(y) = (n%)? des fermionischen
Anteils. Unter Beriicksichtigung, dass ungeradzahlige Ordnungen der Komponenten bei

der Integration verschwinden erhalten wir ein Integral:

[ dn 50 = e[ 41 (S0P P+ (Pt
— 8K3 <4 Z(n;)Qn;ni + (nly)2 + (nzz)2>

X @(K4)] , (4.122)

welches sich problemlos mit den bekannten Relationen (4.113) und (4.114) berechnen
léasst. Man sieht jedoch, dass an den Nachbarorten z und y die Felder aller Komponenten
in beliebiger Ordnung auftreten, was eine geschlossene Angabe des bosonischen Beitrags
fiir einen beliebigen fermionischen Graphen schwierig werden ldsst. Moglich ist hier
auch eine weitere graphische Entwicklung des bosonischen Anteils, welches aufgrund
des Umfangs dieser Aufgabe in der vorliegenden Arbeit nicht verfolgt wird. Prinzipiell
sind die bosonischen Pfadintegrale auch numerisch gut handhabbar und so konnte fiir
einen konkreten Beitrag eines fermionischen Graphs die Berechnung der bosonischen

Integration auch mit Hilfe einer Monte Carlo Simulation realisiert werden.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Es konnte eine Hopping-Erweiterung des fermionischen Anteils der Zustandssumme
des nichtlinearen supersymmetrischen o-Modells in (140) Dimensionen durchgefiihrt
werden. Man gelangt so zu einer graphischen Repréasentation der Zustandssumme, die
die Moglichkeit der Simulation des Modells mithilfe des Wurm-Algorithmus zulésst.
Die Beitrdge der bosonischen Felder sind in ersten Betrachtungen analytisch nicht
zuganglich, es bietet sich aber die Moglichkeit einer weiteren graphischen Entwicklung
oder einer Monte-Carlo Simulation der bosonischen Pfadintegrale. Einer Verallgemei-
nerung der graphischen Erweiterung auf (1+1) Dimensionen ist hiermit ein Funda-
ment gesetzt. Ein Vergleich mit Ergebnissen des zweidimensionalen Modells [19] zeigt
zu dieser Arbeit grundlegende Ubereinstimmungen: so tragen auch in zwei Dimensio-
nen geschlossene, nicht-zuriicklaufende Graphen zur Zustandssumme bei. Aufgrund der
hinzukommenden Dimension kénnen die Graphen aber zusammenziehbar sein, d.h. sie
sind nicht zwingend iiber den Rand geschlossen: Bedingt durch das Auftreten der Pro-
jektoren in zwei Dimensionen kénnen die Graphen ohne Projektion auf orthogonale
Komplemente geschlossen werden (vgl. den rein fermionischen Fall [25]). Auch die Be-
trachtung des Vorzeichens der Graphen ergibt in zwei Dimensionen analoge Ergebnisse.
Wiéhrend im Fall von zwei Freiheitsgraden das Vorzeichen konstant bleibt, so ist eine
Fluktuation fiir drei und mehr Freiheitsgrade méglich. Doch auch hier gibt es noch kei-
ne konkreten Ergebnisse einer Implementation oder Losungsvorschlige. Und auch im
zweidimensionalen Fall sind die Beitrage der bosonischen Felder noch nicht bestimmt
worden. Mithilfe der graphischen Darstellung lésst sich nun das System effektiv simu-
lieren und so physikalische Eigenschaften und insbesondere auch die Wiederherstellung
der Symmetrien im Kontinuumslimes untersuchen.

Die Methode, die Zustandssumme in einen fermionischen und einen bosonischen Teil
zu trennen und separat zu simulieren, lasst sich auf weitere supersymmetrische Mo-
delle anwenden. Durch eine Anwendung jeweils angepasster Algorithmen lassen sich
so supersymmetrische Modelle effektiv simulieren, sofern sich der fermionische Teil in
einer Hopping- oder Loopexpansion darstellen lésst. Eine generelle Untersuchung einer
Hopping-Erweiterung supersymmetrischer Modelle, insbesondere des N/ = 1 Wess-
Zumino Modells und supersymmetrischer A" = 2 Quantenmechanik, durch Trennung
in einen fermionischen und bosonischen Teil, ist in [3] dargelegt. Auch hier werden die
Vorteile separater Behandlung bosonischer und fermionischer Freiheitsgrade bei einer
Simulation diskutiert. Mithilfe des Wurm-Algorithmus lassen sich die fermionischen
Anteile effektiv simulieren, wéihrend die bosonischen Freiheitsgrade weiterhin durch

Monte-Carlo Simulationen zugénglich sind.
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A Konventionen

Im Allgemeinen wird in dieser Arbeit die Einsteinsche Summenkonvention verwendet,

das bedeutet, es wird iiber mehrfach auftretende Indizes summiert:
n'n' = Zn’nz : (A.1)

Oben stehende Indizes sind im Allgemeinen Raumzeitindizes, wohingegen unten ste-
hende Gitterindizes sind. Bei Raumzeitindizes wird von 1 bis 2 summiert (hoher di-
mensionale Modelle werden nicht behandelt), die Feldindizes laufen in der Regel von 1
bis N. Das Kronecker-Delta wird definiert durch
- L i=y
0ij =0(i,7) = , (A.2)

0 ,sonst

und ist von der Delta Distribution 8(z) zu unterscheiden. Mithilfe des Kronecker-Deltas
werden die diskreten Ableitungsoperatoren definiert. Es ist dabei /i ein Einheitsvektor

des Gitters in positiver Richtung p. Der Gitterabstand ist a:

rechtsseite Ableitung: 0Ok, = é(é(m +af,y) —d(x, y)> , (A.3)

linksseitige Ableitung: 1 = %(5(% y) — 0(x — aj, y)> : (A.4)

symmetrische Ableitung: 55;/ = % <6(x +afi,y) — d(x — af, y)) , (A.5)

diskreter Laplaceoperator: A, = Z O n oL, . (A.6)
Zh

Der diskrete Laplaceoperator lést sich fiir ein hyperkubisches Gitter mit D Dimensionen

umformen zu

Ay =) 00k,

= 53 (52— 6t — 1.2)) (5Cz + ) — =0
= %Z 0(2,2)0(z + fi,y) = 0(x,2)0(2,y) — 6(x — 1, 2)0(2 + f1,y) + 6(2,y)d(x — fi, 2)
B % ( Ddyy =Dy + > 6, 2)0(z + fi,y) + 6(z,9)d(x — i, z)>

_ L (—2D5xy+25(x+;l, y) +6(z — i, y)) : (A7)

a2
I
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Die Ladungskonjugationsmatrix C' erfiillt im Allgemeinen:
c*=1, c'=-C. (A.8)

Die (euklidischen) y-Matrizen generieren eine Clifford-Algebra und erfiillen, unabhéngig

von ihrer Darstellung, folgende Relationen [22, Kap.15.1]:

(V) =1, (V) =1 (A.9)
[7i775]+ =0 ) [717 C]+ =0 (AlO)
[C,v°]-=0. (A.11)

In dieser Arbeit wird fiir die v-Matrizen folgende Darstellung gewahlt:

, (10 (0 -1 . (0 i
7_<0 —1)’ 7_<—1 o)’ 7_<—i 0)' (A.12)

In dieser hermiteschen Darstellung erfiillen die v Matrizen zusétzlich
(V)" =", () =-". (A.13)

Fiir die Ladungskonjugationsmatrix wird die Darstellung
0 —1
C = (A.14)
1 0

Die Feynmansche Slash-Notation definiert mit Hilfe der -Matritzen:

gewahlt.
J=70=> 7. (A.15)

Mit Hilfe der Ladungskonjugationsmatrix wird fiir die Majorana-Spinoren ) = <§>
n

in zwei bzw. einer Dimension

=T 0P = 26 (A.16)

definiert.

Fiir zweikomponentige Majorana-Spinoren gilt dariiber hinaus

Y=~ L. (A17)
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A Konventionen

Dazu betrachtet man die Anwendung auf einen Testvektor:

—fa\ [¢& 0 —1 a
SR ORI [
= i) (—=&b+na) (A.19)
@ =02 =0) = fng> (A.20)
(= —2n) =—§w(ﬁ. (A21)

Es folgt also die obige Beziehung.
Fiir die in Kapitel 4 eingefiithrten Projektoren,

Py = P(£eg) = = (1777) (A.22)

DN | —

zeigen wir die wesentlichen in der Arbeit verwendeten Relationen, welche sich in allge-
meiner, darstellungs- und dimensionsunabhéngiger Form berechnen lassen. Zuerst folgt

aus der Invarianz der v-Matrizen unter Transponieren, dass

P(xe) = % (1F+)" (A.23)
_ % (17 £ (/)7 (A.24)
_ % (15 ) (A.25)
_ P(+e)) (A.26)

gilt. Betrachten wir nun die Vertauschung der Projektoren mit der Ladungskonjugati-

onsmatrix und verwenden die Relationen (A.8) bis (A.11):

CP(+e;) = C% (1-7") (A.27)
= C% — CH (A.28)
= %C +~'C (A.29)
= (% + 'yi> C (A.30)
= P(—e¢;)C (A.31)
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Daraus folgt die wichtige Identitét:

Vo Puytpy = V3 C P, (A.32)
= Yy Pl CPPyp (A.33)
— Bp paf, o
= YO Py (A.35)
Daraus folgt weiterhin die fiir geschlossene Graphen wichtige Identitét
P (—eo)th = PP (eq)y) (A.37)

~(¢ w)c ((1) 8) (i) (A.38)
~ (¢ ) ((1’ _01> (g) (A.39)

=g (A.40)
_ %W . (A.41)

B Grassmannzahlen

Die Grassmannzahlen dienen in der Physik zur Darstellung fermionischer Felder bzw.
den Feldoperatoren und erlauben mittels einer geeigneten Definition eine zum Pfadinte-
gralformalismus analogen Darstellung fermionischer Systeme. Die Elemente &, n folgen

einer Anti-Vertauschungsrelation

&n = —n¢ (B.1)

und generieren eine Grassmann-Algebra. Mit beliebigen Elementen ¢ € C kommutieren

die Grassmannzahlen jedoch. Aus (B.1) folgt direkt die Nilpotenz der Grassmannzahlen
£=0 = =0, falls N>n>2. (B.2)

Man beachte, dass ein Produkt aus zwei Grassmannzahlen zwar mit einer weiteren

Grassmannzahl kommutiert,

(En)0 = —Eon
=0(&n) , (B.3)
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B Grassmannzahlen

aber dennoch keine gewohnlich c-Zahl darstellt, da die Nilpotenz,

(En)* =¢nén

= —&&mm
=0, (B.4)

noch gewéhrleistet ist. Aufgrund der Nilpotenz lassen sich Funktionen von Grassmann-

zahlen in genau zwei Terme entwickeln:

(&) = fo+ fi&, (B.5)

was auf die in dieser Arbeit hdufig verwendete Entwicklung der Exponentialfunktion

fiir Majoranaspinoren fiihrt:
eV = 1 Ay, (B.6)

wobei A eine ¢-Zahl ist und die Majoranaspinoren 1 ein 2-Tupel aus reellen Grass-

mannzahlen sind. Man fiihrt Integrale iiber die Forderung der Linearitét,

/dg&J@w+m&>:cjﬁff@»+/ﬁfmo, (B.7)

und den Bedingungen

L/@5:1, (B.8)
l/@1:0 (B.9)

ein. Mit dieser Definition lésst sich ein Analogon der Deltadistribution fiir Grassmann-

zahlen definieren:
[agsc-orer=re). (B.10)

woraus sich die leicht iiberpriifbare Darstellung der Deltadistribution fiir Grassmann-

zahlen ergibt:

S(¢—-¢)=¢-¢. (B.11)
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Denn es gilt fiir eine C-wertige Funktion f:

/ a¢' (¢ — € f() = / ae' (€ — O)(fo + fiE)
_ / A€ € (fo + fit') — / a¢' €(fo + Hi€)
— = h / a¢’ (~€'¢)

= fo+ fi§
= f(§) .

Die in dieser Arbeit notigen Integrale sind im Wesentlichen:
[ podi =2 [acaney
=2,
Desweiteren ergeben Mischterme zweier Flavor ¢ und j,
[ podw = [agagagar (~¢ 4 '€
=0,

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

ebenso wie Mischterme eines Flavors an verschiedenen Orten x und y des Gitters,

/D% 1/798¢y - /dgmdnm <_§xny +7]m£y)
=0,

(B.17)

(B.18)

keinen Wert bei der Integration. Dies zeigt sich analog auch fiir Mischterme @Z;Pmy@%
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C Hubbard-Stratonovich Transformation

C Hubbard-Stratonovich Transformation

Die Hubbard-Stratonovich Transformation erlaubt es die Integration iiber Wirkungs-
funktionale, welche in den Feldern quadratisch sind, durch die Einfithrung einer zusétz-
lichen Integration iiber ein Hilfsfeld in ein in den Feldern lineares Wirkungsfunktional
zu transformieren. Grundlage dafiir ist die durch quadratische Ergénzung leicht zu

zeigende Integrationsidentitét fiir ein skalares x und ein konstantes a > 0:

a , 1 ot .
2| = 7 . 1
exp [ 57 ] NG do exp [ on 1350] (C.1)
R

Nun zeigt man, dass eine analoge Transformation auch fiir Funktionale existiert, in dem
man das Pfadintegral unter periodischen Randbedingungen des Hilfsfeldes diskretisiert
und anschlieflend den Kontinuumslimes bildet. Es ist nun a = «a(xy) ebenso wie o
ein Feld. Um den bei der GauBlschen Integration auftretenden konstanten Term zu

eliminieren muss das Mafl dementsprechend angepasst werden:

22
/DJ exp —g/dxo U_+i_a0
2 a?  a
diskretisieren dO—g; a O-:% . 2
Gitterabstand: Axg § / (];[ \/ﬁ) exXp —A$0§ ; ? + 15052:0-27] (02)

— HeA‘”O / dow exp
:B V2ra

a o2 2
_AZE()§ Z ? -+ la@mgz] (03)

x

(Integralidentitdat) = H e exp [—gai} (C4)
= exp —Axog Z 0‘3:] (C.5)
Kontinuumslimes exp |:_g /de a§:| ’ (06)

Die gewiinschte Transformation erhélt man also aus der Anwendung der Integraliden-

titdt an jedem (diskreten) Raumzeitgitterpunkt x.
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D Das O(N) Modell

Das O(N)- oder N-Vektor Modell ist ein Modell aus der statistischen Physik und
dient zur Beschreibung von Ferromagneten und Phaseniibergdngen von Vielteichen-
Systemen. Die Spins s, des System nehmen dabei Werte auf der Einheitssphére im
RY an und kénnen als klassische Ausrichtung der Elementarmagnete gedeutet werden

(vgl. [22, Kap. 6.2.4]). Der Hamiltonian des Systems ohne dufleres Magnetfeld,

H=-]) 8.5, (D.1)
(zy)

ist invariant unter Transformationen der orthogonalen Gruppe O(N) der Spins, da das
Skalaprodukt zweier Spins O(N)-invariant ist [22, S.108]:

Rs, Rs, = 5,8, , (D.2)

fiir ein R € O(N). Der Name des Modells ergibt sich aus dieser Symmetrie.
Spezialfille des Modells sind zum einen das schon behandelte Ising-Modell (N = 1),
sowie das Heisenberg-Modell (N = 3).

Im Folgenden wird der Propagator und die Zustandssumme des Systems berechnet,
indem wir die fermionischen Anteile der Wirkung des supersymmetrischen o-Modells
in (4.1), welches ebenfalls eine O(N)-Symmetrie aufweist, vernachlissigen und das

Pfadintegral durch Einfiihren von Kugelkoordinaten berechnen.

D.1 Propagator des bosonischen O(N) Modells

Zu berechnen gilt der euklidische Propagator

z(1p)=p
K(xy, 7, o, Ty) = / Dn e %l (D.3)
z(Ta)=xaq
wobei
1 N
SE = — /dT "ndyn und Dn = HDni (D.4)
9 i=1
gilt und die Nebenbedingung
nn'=n?=1 (D.5)



D Das O(N) Modell

zu erfiillen ist. Zu berechnen ist also

@ (7p) =t
)

/ Dn §(n? — 1) exp (-%/n?) | (D.6)

z(Ta)=Ta

K<wb7 Toy La, Ta) =

Es gibt mehrere Moglichkeiten die Nebenbedingung, ausgedriickt in der Delta-Distribution,
zu verwerten. Man kann beispielsweise eine stereographische Projektion der Einheits-
sphére durchfithren, oder aber man fithrt Kugelkoordinaten (in D = N Dimensionen)
ein. Im folgenden wird letzteres durchgefiithrt. Die Einfithrung der Kugelkoordinaten
und der zur Umformung bendtigten Theoreme sind [13, Kap.8.5] entnommen, woran
sich auch die von den vorigen Kapiteln abweichende Notation anlehnt. Zuerst diskre-

tisiert man den Ausdruck analog zu (2.6):

k

Dn — klg]élo Ay lldnn , (D.7)
. 9 (nn - nn—1)2
n’— —, (D.8)

[ar =3 (D.9)

Die Normierungskonstante A wird am Ende der Rechnung aus den Eigenschaften (2.8)

und (2.9) des Propagators bestimmt. Man erhélt also das diskretisierte Integral

k k+1 (’I’I, —n )2
K(xy, 7 0, Ta) = JL%A’“HA,; dn, §(n2 — 1) exp <_57 > %) 7
7 : (D.10)
wobei
T, —Ta =AT, €= kA——:l , n;=n(ie+71), my=n,und ng =mn, (D.11)

gilt. Fiihrt man nun Kugelkoordinaten ein erhélt man fiir das Linienelement

dn, — 7“7? —ldr, df2,, mit dem verallgemeinerten Raumwinkelelement

D—-2

dQ? =dpp_4sin ©p_1- ... -dpy sins dp; . Weiterhin gilt

(N — M 1)? — 12+ 72 — 2r,rp_ cos A, | (D.12)
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D.1 Propagator des bosonischen O(N) Modells

wobei AY,, den Winkel zwischen n,, und m,,_; bezeichnet. Man erhilt also fiir den

Propagator (im Folgenden nur noch K benannt) aus (D.10):

_hmAkH/ / dr, r271dQ, §(r2 — 1)

k—o0
n=17 RD-1
1 k+1
X exp (——2 (r2 412, — 2r,ru_1 cos AQ?,J) : (D.13)
€9 n=1

Betrachtet man nun den Exponentialfaktor exp( 7 nTn—1C€08 AY,) = exp(hcos Av,)

erhélt man folgende Zerlegung;:

o0

204D -2 1

eheosdin =3 "y (h) 55 SDilc;D/Q—”(cos AY,,) (D.14)
=0
mit
ox\ Tz
i ~
al(h) _ (27T)D/2h1—D/QID/2+l_1 (h) = el (7> ID/2+l_1 (h) . (D15)

Dabei bezeichnen:

e SP~1 die Oberfliche der D-1 dimensionalen Einheitssphiire SP~! .= {x € R :

]l = 1},
e (; die Gegenbauer-Polynome und
e 1, die modifizierten Bessel-Funktionen und I,,(z) = v/2mze*L,,(z) .

Fir D > 2 existiert ein Additionstheorem, welches die Gegenbauer-Polynome mit
den verallgemeinerten (hyper)-sphérischen Kugelfichenfunktionen Yy, in Verbindung
bringt. Der Multiindex m € RP~2 bezeichnet dabei die magnetischen Quantenzahlen.
Mit
204D -2 1
D—-2 §b-1

PP (cos AY,,) ZYlm () (D.16)
folgt

ehcosAﬂn ZZ(; ZYlm (Qn71> . (Dl?)

Q stellt dabei im Folgenden immer einen auf die Einheitssphiire SP~! zeigenden Vektor

im R? dar. Die Summe iiber n in (D.13) faktorisiert dabei und, wenn man zusitzlich
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D Das O(N) Modell

den Ausdruck fiir a; aus (D.15) einsetzt, erhélt man

k} (o)
T D—1 2
K —lergOAkH/drn rk / A, 5(r2 — 1)
0

n=1 sD-1
k+1 oo 9 \ 2L
21 Teq 2 . 27T —1 .
IS ( ‘ ) oot (— S Vi, (0 Vi, (1)
n=11,=0 nin—1 g "o
k+1
2 .2
xexp |[——5 > (r,+71,_1)| - (D.18)
€g
n=0
k+1 2rnrn_1
Dieser Ausdruck lésst sich nun vereinfachen. Zum einen kann man den Term [ [, e’

und exp [—q% foé(r +7r2 1)] Z1 exp [_q% Z’:fé(rn — Ty 1)2} zusammenfassen, zum
anderen kann man die Winkelintegration, unter Beriicksichtigung der Orthonormalitét

der Kugelfachenfunktionen bei Integration iiber die Einheitssphére,
/dﬂ Yim () Y} () = 81 0mm (D.19)

direkt ausfiihren. Das Produkt iiber die Summen in (D.18) fiithrt zu einem Produkt aus

Kronecker-Deltas und die bleibenden Randterme. Es folgt also

k oo
K = lim Ay [(Weg D21 kHH/ (r2 —1)

k—o0

oo k+1 Qann .
X Z H Ipjati1 a) Yim (£2)

=0 n=1

xexp[ Z n— Tn_1 ] ) (D.20)

n=0

Es wurden dabei noch die auftretenden Produkte von Radialkomponenten und Kon-
stanten unter der Beriicksichtigung, dass die Nebenbedingung auch fiir die Randterme

re und 7, gelten, zusammengefasst zu

s Teqg? R p_17k+1 F
H/drn D= 1 <7~ Tg 1) = |:(7T6g2)T:| H/drn : (D.21)
n'n— n=1

(D.20) lésst sich etwas iibersichtlicher schreiben, wenn die Linearitdt des Integrals

ausnutzt und die Summe iiber [ und den beziiglich der Integration konstanten Terme

Ym aus dem Integral herauszieht:

K = lim K ZY,m s() | (D.22)

k%oo
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D.1 Propagator des bosonischen O(N) Modells

mit dem radialen Anteil

k o0
K, (k) :Ak[weg T RHH/ (r2 —1)
n=17

k1 o
< [ [1p/2111

n=1 692
|k
X exp [—@ Z(rn - rn_l)zl (D.23)
n=0
po17k+1 - 2 \"*
=Ax [(WGQZ)T} Ipjoti-1 (6?) : (D.24)

Um den Kontinuumslimes in (D.22) zu berechnen, ist es sinnvoll die asymptotische

Darstellung der modifizierten Bessel-Funktionen zu benutzen. Diese lauten nach [13,
Glg. (8.24)]:

i, (iz) 20, exp {—eg;(m _ 1/4)} | (D.25)

€g

Mit € = A7/N folgt also das asymptotische Verhalten

K = lim Ay [(weg%ﬂk“ iexp [ Ai,fz (D/2+1-17 - 1/4)}’{

3 Vi (2,) Vi () (D.26)

= lim Ay [(7‘(’692)%} h iexp [— Ay’ (D/2+1-1)*— 1/4)}

S Vi (22) Yim () - (D.27)

Die Diskretisierungsabhéngigkeit steht somit nur noch explizit im Normierungsfak-
tor Aj. Dieser muss so gewéhlt sein, dass die fundamentalen Eigenschaften des Pro-

pagators (2.8) und (2.9) erfiillt sind. Im Folgenden wird gezeigt, dass der Vorfaktor
Lk
A = [(Wegz)_DT} diese Bedingungen erfiillt. Mit diesem Vorfaktor folgt:

Kg(Q%, 1, Qo, 7)) = Zexp [_ AZgQ (D/2+1-1)*— 1/4)] ZY“” (2.) Y, (%) .

- (D.28)

57



D Das O(N) Modell

Der Ubersicht halber wird nun der konstante Term ((D/2+1—1)2—1/4) = ap; ersetzt.
Es folgt:

dQ. Kg(Q, 7;Q, 7.) Ke(Qe, 7e; Qa, 7a)
/

/ dQ, Zexp { am] ZY,m L () (D.29)
X iexp { (7 aDg} ZYlm a) Yim ()

_ i exp {_Mam} exp [_Mam} (D.30)

P 4 4
XY Vi () Yir, () (D.31)
> Ty — Ta

:Zexp |: ( b aDl:| ZYZm Ylm (Qb) (D32)
1=0

=Kg (%, 7; Qa, 7o) - (D.33)

Die Integration erfolgt dabei analog zu vorhergehenden Betrachtung bei der Radialin-
tegration von Gleichung (D.18) auf (D.20). Des Weiteren berechnet man das Verhalten

fir 7, — 7,

KE(Qb,Tb;Qa,Ta Zexp |:—A—((D/2+l—1 —1/4 } ZYlm (Qb>
(D.34)
An20, i S Yim () i, (20) = (2 — ) . (D.35)
=0 m

Die Gleichheit im letzten Schritt folgt aus der Vollstdndigkeit der Kugelflachenfunkti-
onen als Funktionensystem auf SP~!. Dies lisst sich unter Verwendung der Orthonor-
malitdt und Vollstindigkeit leicht zeigen'®. Es sei nun f(€2) eine auf SP~! definierte
Funktion. Diese lésst sich aufgrund der Vollstindigkeit in den verallgemeinerten Ku-

gelflichenfunktionen entwickeln:

S Vi () (D.36)
=0

m

Multiplikation der Gleichung mit Y7}, (€2) und Integration iiber S~! unter Beriick-

15Die Rechnung ist an den dreidimensionalen Fall in [9, S.102] entlehnt.

o8



D.2  Zustandssumme des O(N) Modells

sichtigung der Orthonormalitéit fithrt auf die Entwicklungskoeffizienten:

/ 49 f(Q)Y;5,(Q) = / aQ (qummm <ﬂ>) Vi (@) (D7)

=0 m

= Cim . (D.38)

Einsetzen in Gleichung (D.36) liefert

=33 ( [as f(ﬂ’)YJn(ﬂ’)> Yim(€) (D.30)
= [ 1) Y Y Vi () Yim(2) (D.40)

woraus formal die gewiinschte Relation

DD Vi (@) Yim(Q) = 5( — Q) (D.41)
=0 m
folgt. Somit ist gezeigt, dass Gleichung (D.28) der korrekt normierte Propagator des
O(N) Modells ist.

D.2 Zustandssumme des O(N) Modells

Um die Zustandssumme aus dem euklidischen Propagator zu berechnen, setzten wir
analog zur Gleichung (2.15) Anfangs- und Endpunkte gleich und integrieren iiber diese.
Dazu setzen wir in Gleichung (D.28) ((D/2+41—1)? —1/4) = ap;, Q, =, = Q und
AT = (3. Man erhalt

Z= /d:c Kg(x,B,x,0) (D.42)
R
e 2

- / aQ Y exp {—%am} S Vi () i () (D.43)
S2 =0 m
0 2

=> exp {—%am} > / AQ Yim () Y5, (S2) (D.44)
=0 m g

~

o0 2

= Z@D exp {_%@am} . (D-45)
=0
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Dabei bezeichnet ep den Entartungsgrad beziiglich der magnetischen Quantenzahlen
m. Dieser ist nach [13, Glg.(8.114)]:

eD—Zl— 2l+DZ' ;)(z;}p—w (D.46)
(4 1)(1+2)...(1+D-3)2+D-2)
- D3 . (D.47)

D.3 Zustandssumme des O(3) Modells

Um die Richtigkeit des Ergebnisses aus Gleichung Abschnitt D.2 zu {iberpriifen, be-
rechnen wir diese explizit fir das O(3) Modell aus dem Pfadintegralformalismus und

zum Vergleich aus der Schrodinger-Theorie.
Berechnung aus dem Pfadintegralformalismus

Fiir D = 3 ergibt sich ap; = (I 4+ 1) und die Entartung zu

l
es= Y 1=(2+1). (D.48)

Es folgt also fiir die Zustandssumme durch Einsetzen der Werte in Gleichung (D.45)
Z=) (2+1)e T (D.49)
1=0

Berechnung aus der Schrédinger Theorie

Zu berechnen ist die Zustandssumme Z = tr (e’BH ) mit dem Hamilton-Operator
H = —%A unter der Nebenbedingung r?> = const. = 1. Der Laplace-Operator A

in Kugelkoordinaten schreibt sich als

10 19) L?

wobei L der Drehimpulsoperator ist. Fiir r? = 1 folgt also H = %L? Die Eigen-
funktionen von L? sind die Kugelflichenfunktionen Y;,,(Q2), welche ein vollstéindiges

Funktionensystem {|im)}; auf der S? Sphére bilden. Die Zustandssumme lésst sich
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D.3 Zustandssumme des O(3) Modells

somit schreiben als:

2= (imle~ % |im) (D.51)
Il,m

00 l 5 )
=Y > e / a2 Yy, ()Y, () (D.52)

=0 m=-1 g2

J/

-~

=1

2
(21 + 1)o7 UY) (D.53)

M)

l

Il
o

Es wurde dabei die Eigenwertgleichung L?Y;,,, = I(I 4+ 1)Y},,, es ist A = 1, der Spek-
tralsatz und die Orthonormalitat der Kugelflichenfunktionen bei Integration iiber die
Einheitssphére ausgenutzt.

Das Ergebnis stimmt dabei mit dem aus dem Pfadintegralformalismus berechneten

iiberein.
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